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Mit der Neubearbeitung dieses dritten Teiles der Geometrie bat 
nun das Ganze die "Verbesserung in praktiscber Ricbtung gewonnen, 
die sieb aus einem mehr als zebnjälirigen Gebrauch in der Schule 
von selbst ergab. Was das Buch von Poneelets klassischem Werk 
zum ersten Male in die Schale einführte, ist nun ein gesicherter 
Bestandteil des Unterrichts geworden. Das Abbilden, ein Begriff, 
den die ältere Sehulgeometrie nicht erwähnt, hat sich zum Leit- 
gedanken entwickelt, nach dem sich Alles auf das natürlichste an- 
einander reihet und ordnet, selbst bis auf die alten Formen von 
Prismen und Pyramiden. 

Auch die Lehre von der Symmetrie wurde mittlerweile in den 
Schulen in dem Malse mehr eingebürgert, als diese aus den Werken 
neuester Kunstrichtung verschwand. Ist es etwa ein Naturgesetz, 
dafs je mehr etwas mit dem Verstand ei-fafst wird, es seine Bedeutung 
für die freie Kirnst verliert? 

Die Veränderungen dieses dritten Teiles, so sehr sie selbst die 
Anordnung des Ganzen zu treffen scheinen, sind doch wesentHch nur 
Vereinfachungen, und wenn trotzdem der Umfang des Buches nicht 
abgenommen hat, so kommt dies einerseits daher, dafs die Klarlegnng 
und Begründung an manchen Stellen mehr Raum in Anfiprueh nahm 
und andererseits der Übungsstoff in den Aufgaben nach der Seite 
sowohl des Rechnens als des Zeichnens vermehrt wurde. 

Auch im Lehrgang selbst wurde mehr Gewicht auf das Zeichnen 
gelegt und namentlich auch auf die Erfordernisse der darstellenden 
Geometrie Rücksieht genommen. Doch konnte die darstellende 
Geometrie als solche nicht mafsgebend sein für die Anordnung, da 
für diese die folgerichtige Ordnung der Gebilde selbst, nicht ihre 
Darstellimg auf der Ebene den Ausschlag geben mufs. Zu der 
Aufgabe, das körperlich-räumliche Vorstellungsvermögen zu entwickeln 
und zu kräftigen, sind ja wohl beide Lehr gegenstände in gleichem 
Mafse berufen. 

In dem sehr abstrakten Gebiet der Lage von Punkten, Geraden 
und Ebenen werden sowohl an das räumliche Anschauungsvermögen, 
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rV Vorwort. 

als an die logische Urteilskraft der Schüler höhere Anforderungen 
gestellt; deshalb wurden gerade hier gegen die Übui^ theoretischer 
Lehrbücher der Mathematik Hinweise auf Vorkominniase imd An- 
wendungen im Leben eingestreut, oatürlieh geschieden von dem 
eigentlichen Text durch kleinem Druck. Dem Einen werden freilich 
diese Einstreuungen als Entweihung der strengen Wissenschaft 
erscheinen, während ein anderer darin vielleicht blofs den dürftigen 
Versuch sieht, die graue Theorie mit dem grünen Baum des Lebens 
zu vereinen. 

Die Kegelschnitte werden im folgenden betrachtet als Schnitt- 
linien von Umdrehungskegeln, als Schatten der Kiigel und in all- 
gemeinster Fassung als Bilder des Kreises oder als Bilder dieser 
Bilder. Der Steinersehen Entstehung dieser Linien aus projektiven 
Punktreihen und Strahlenbüscheln geschah schon im zweiten Teil 
Erwähnung, wo die Kegelschnitte als Bilder des Kreises in der Ebene 
der Vorlage behandelt werden. Die umfassende Behandlung der 
Kegelschnitte als Kreishilder setzt in diesem dritten Teil keinen vor- 
herigen Unterricht in neuerer Geometrie voraus. 

Wir möchten hier noch darauf aufmerksam machen, dafs von 
Prof Dr. Strack „Modell-Netze zu den Gebilden der Kegelschnitte" 
(im Verlag von Gutsch in Karlsruhe, zum Preis von 1 M.) erschienen 
sind im unmittelbaren Anschlufs an den Perspektiven Teil dieses 
Lehrbuches, eine kleine Sammlung, die in der Hand der Schüler, 
namentlich solcher von geringerem Vorstellungs vermögen, die besten 
Dienste leisten kann. 

Im Anhang finden sich als Beigaben die grundlegenden Aufgaben 
der darstellenden Geometrie über Punkte, Geraden und Ebenen, die 
Zeichnung der KrystaUe mittels des Axenkreuzes und der Entwurf 
an Kartennetzen. Zum Schlufs ist noch die Frage beantwortet, wie 
der Standpunkt zu wählen ist, um ein Bild zu betrachten. 
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I. Abschnitt. 

Bezieliungen der Lage von Punkten, Geraden, Ebenen 
nnd Umdrehnngsflächen. 

Erstes Kapitel. 

Bestimmaiigeu der Lage von Funkten, Geraden und Ebenen. 

§ 1. Punkt, Gerade und Ebene. 

1. Von den seither betracliteten Figuren einer einzigen Ebene 
wenden wir uns nnn zu den Gebilden des körperlichen Raumes. Hier 
ist zunächst festzustellen, wodurch die Lage einer Ebene im Raum 
bestimmt wird (vgl. I. Teil § 4). 

Eine Ebene ist die Fläche, die durch drei nicht m einer Geraden 
liegende Ftmkte eindeutig bestimmt ist. 

Wird eine durch drei Punkte bestimmte Ebene aus dieser Lage 
durch Verschieben, Drehen oder Umwenden (I §§ 21, 22, 15) in eine 
andere Lage gebracht, bei der drei andere ihrer Punkte auf jene 
Punkte fallen, so enthält die Ebene wieder die gleichen Punkte des 
Raumes wie in der ursprünglichen Lage. 

2. Da dasselbe auch für eine Gerade in Bezug auf zwei Punkte 
gilt, so folgt: 

Eine Gerade durch swei Funlzte einer Ebene fällt mit allen ihren 
Funkten m die Ebene. 

Prüfung einer Ebene (Reifsbrett) durch ein Lineal. 

3. Hiernach hmn die Lage einer Ebene statt durch drei Punkte 
auch bestimmt werden: a) durek eine Gerade imd einen Punkt mifser 
ihr, b) durch swei sich schneidende Geraden, c) dwrch swd parallele 
Geraden. 

Die Ebene wird im Falle a) erzeugt durch eine Gerade (Br- 
ide), die sich um den Punkt dreht und auf der Geraden hin- 
gleitet (I § 3, s), im Falle b) und c) durch eine Gerade, die in allen 
möglichen Weisen auf beiden Geraden zugleich hingleitet. Der Fall c) 
ist dem Fall b) einzureihen, da die parallele Lage nur die Grenz- 
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2 I. Kap. Punkte, Geraden und Ebenen. § 1. 

läge ist, der die Schneidende (Erzeugende) liei der Drehung um den 
Punkt unbeschränkt nahe kommt, wenn der Schnittpunkt unbeschriinkt 
weit hinaus rückt. 

Bezeichnen wir die Geraden durch die Buchstaben a und h, so 
kann ihre Ebene mit ai bezeichnet werden. 

Die durch einen Stratlpunkt gehenden oder die parallelen Lichtstrahlen, 
die längs einer Geraden hingleiten, bilden eine Stratlenebene. 
4. Hieraus folgt weiter: 

a) Zwd Geraden einer Ebene schneiden einamder, oder sie sind 
parallel 

Zwei Geraden, die weder eirumder schneiden noch parallel sind, 
heifsen windschiefe oder ]creusiende Geraden. 

b) Durch zwei windschiefe Gerade kann Icdm Ebene gelebt werden. 
6, a) Wie eine Ebene durch eine Gerade in zwei Halbebenen 

(in eine Halbebene und ihre Gegenhalbehene) zerlegt wird, so 
trennt eine Ebene den Baum in zwei Teile, die als die eine und 
die andere Seite von der Ebene aus benannt werden, 

b) Wenn von einer Geraden XÄ^ ein Funki X in einer Ebette ß 
Uegt, ein anderer Fwnht A^ aufserhaXb ß, so tr^t die 
Gerade die Ebene nur in dmi einen Funkt, ihrem Spur- 
purikt (vgl. 2). Der eine Saibstrahl XÄ^ der Geraden 
liegt a/uf der einen, der andere auf der andern Seite 
der Ebene. 

c) Verbindet man zwei Funkte .4, und Ä^ der 
beiden verschiedenen Seiten der Ebene ß durch eine 
Gerade, so schneidet diese die Ebene in einem Punkt Y. ^"'^- '■ 

6. Wenn eine Ebene « mit einer andern ß einen Punkt X ge- 
mein hat, ao liegen von den Strahlen, die in der Ebene a durch den 
Punkt X gehen, die Halbatrahlen und Gegenstrahlen auf entgegen- 
1 Seiten der Ebene /3; zwei Punkte A^ und A^ der Ebene cc, die 
'i^zten Seiten von ß liegen, bestimmen eine Ver- 
ide, die die Ebene ß in einem Punkt Y schneidet. Dann 
gehört die Verbindungs gerade XY beiden Ebenen an (2). Ausser 
dieser Geraden, der Schnittgeraden beider Ebenen, können die 
Ebenen keinen Punkt gemeinsam haben, da durch eine Gerade und 
einen Punkt ausser ihr nur eine Ebene möghch ist (3 a). 

Zwei Ebenen durch einen Funkt haben nur einen S^ahi dieses 
Funktes gemeinsam. 

Sind a und ß die beiden Ebenen, so kann die Schnittgerade mit 
aß bezeichnet werden. 

Der Schatten oder das Bild einer Gieraden auf einer Ebene iat eine 
Gerade, die durch den Spurpnnkt der Geraden auf der Ebene geht. 

Die Ebenen durch eine gemeinsame Gerade bilden einen Ebenen- 
büschel, dessen Träger die Gerade ist. 
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§ 1 



, Kap, Ponkte, Geraden und Ebenen. 



7. Man nennt eine Gerade parallel einer Ebene, wenn sie 
keinen Puntt mit ihr gemein hat. 

Nun seien die Geraden a und h parallel, und nur h liege in 
einer Ebene ^. Dann kann die Ebene ab mit ^ keinen Punkt aufser- 
halb h gemein haben; somit hat auch die in ihrer ganzen Ausdehnung 
in der Ebene ah liegende Gerade «, da sie parallel h ist, mit ^ keinen 
Punkt gemeinsam. D. h.: 

a) Wenn eine Gerade zu einer Geraden einer Ebene parallel ist, 
so ist sie der Ebene paraUä. 

Sie kann auch hier als Grenzlage angesehen werden, der man 
durch Hinausrückec des Schnittpunkts mit h in unendliche Entfernung 
unbeschränkt nahe kommt. 

Aus a) folgt: 

h) Wenn eine Gerade der Schnittgeraden sweier Ebmen parallel 
ist, so üt sie beiden Ebenen paraUel. 

8. Umgekehrt werde nun angenommen, eine Gerade a sei einer 
Ebene ß (Fig. 2) parallel. Dann kann irgend eine durch a gelegte 
Ebene cc die Ebene ß nur in einei- Geraden aß 
sehneiden, die |j a ist; denn beide Geraden a und aß 
können nicht windschief sein, da beide in der 
Ebene cc liegen, und können einander nicht schnei- 
den, da a mit ß keinen Punkt gemein hat. Daraus 
folgt: 

a) Wenn eine Gerade und eine Ebene pardUel 
sind, so schneidet eine Ebene dv/rck die Gerade die 
erste Ebene in einer Parallelen sivr Geraden. Man 
"kami in der Ebene durch jeden ihrer Punkte eine ^ 
Geraden ziehen. 

Eine wagreehte Mauerkante wirft auf > 
Scliatteii, der ihr seibat parallel iat. 

Ist « II ß und « 11 Y (Eig. 3), so mufs die Parallele zur Geraden a, 
die durch einen Punkt der Sclmittgraden ßy gezogen 
wird, in beide Ebenen fallen, alao eben diese Schnitt- 
gerade sein; d. h.: 

b) Wenn eine Gerade mit swei einander schneidenden 
Ebenen paraUel ist, so ist sie deren Schnittgeraden paraUel. 

9. Wenn die StraMen eines Zwmsirahls parallel mi 
einer Ebern sind, so ist es amh die Ebene des Zweistrahls. 

Denn wenn die einander schneidenden Geraden a ^^e »■ 
und b parallel zu einer Ebene ß sind und wenn es eine Schnittgerade 
der Ebenen ab und ß gäbe, so müfete diese Schnittgerade || a sein, weil 
a[\ß ist (8a), und sie müfste auch |j6 sein, weil b\\ß ist. Dies ist unmög- 
lich, da nicht zwei Strahlen a und b eines Punktes mit einer Geraden 
parallel sein können; also haben beide Ebenen keine Schnittgerade. 




zu jener 



I w^recbte Ebene i 



y Google 




4 I. Kap. Pnnkie, Geraden und Ebenen. § 1, 

Da die beiden Strahlen des Punttes aufgefafsfc werden können 
als Grenzlagen zweier Strahlen, deren Schnittpunkte mit der Ebene 
in unendliche Entfernung hinausrüekten, so kann die Ehene durch 
diese Strahlen als Grendage der Ebene durch den Punkt aufgefefet 
werden, deren Schmt^eraäe mit der ersten Ebene (d. i. die Verbindungs- 
gerade jener beiden Schnittpunkte) in umnefsbare Entfermmg hinaus- 
rückte; daher heifsen beide Ebenen pmalld. 

Parallele Lichtstrahlen längs pEiralleler Geraden geben parallele Strahlen- 
ebenen. 



§ 2. Lage von drei oder mehreren Grundgebilden. 

1. Die drei Ebenen «, ß, y schneiden einander in drei Geraden aß, 
ßy, ya. Die beiden, der Ebene cc ai^ehÖrigen Geradena/3 und]'« mögen 
sich in dem Punkte P schneiden (Fig. 4). Dieser Punkt 
gehört als Pnnkt der Geraden ctß auch der Ebene ß 
an und ebenso als Punkt von yix der Ebene y, somit 
auch der Schnitfcgeraden ßy, d. i. die Schnittgerade ßy 
geht durch denselben Punkt mit den beiden ersteren 
Schnittgeraden. 

Ist dagegen (Fig. 2) aß \\ ya, so kann auch ßy 
weder die Gerade aß noch auch ya schneiden, da nach ^'^- * 

dem Vorangehenden andernfalls stets auch alle drei Geraden durch den- 
selben Schnittpunkt gehen müfsten, wag der Annahme aß\\ya wider- 
spricht; ßy kann aber auch nicht windschief zu ccß seia, da beide 
in ß liegen, und ebenso auch nicht windschief zu ya. Daher ergiebt 
sich der Satz: 

Die drei Schnittgeraäen dreier Ebenen gehen entweder durch einen 
Punkt oder sind po/raUeL 

Ein Beispiel für den ersten Fall bietet jede Ecke; den zweiten Fall ver- 
deutlichen Ewei Dachflächen mit dorn Dachboden. — Zwei verschiedene 
Schattenbilder einer Geraden auf einer Ebene schneiden einander im Spur- 
pnnkt der Geraden auf der Ebene, oder sie sind mit einander oder mit der 
Geraden parallel. 

2. Wenn zwei Gerade einer dritten parallel sind, so sind sie es 
auch unter einand^. 

Wenn nämlich (Fig. 2) « || c imd h || c, so schneiden einander die 
Ebenen ac, ch nnd bÄ, wobei A ein Punkt von a sei, in dreien zn 
einander parallelen Geraden, da die Schnittgeraden c und h parallel 
sind; die dritte Schnittgerade mufs aber mit der Geraden a ausammen- 
falien, da beide Geraden durch A gehen und parallel c seia sollen. 
Also ist auch a jj h. 

3. Werden die parallelen Ebenen a nnd ß (Fig. 5) von einer dritten 
Ebene y geschnitten, so können die Schnittgeraden ecy nnd ßy ein- 
ander nicht schneiden, da sie parallelen Ebenen a und ß angehören; 
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I. Kap. Punkte, Geraden und Ebenen. 



aie koiinen einindpr ahpr auch iiicht kieuzfn da sie einer einzigen 
Ebene y angelioien Daranu folgt 

a) Zwei paiaiMe Ebenen ^Jmetden ein dufte Fhem w» paiaU^len 
Geraden 

Bei parallelen Liobtetralilen sind die Schatten paralleler Geiaden auf 
einer BLene paiallel 

b) Durch einen Pmkt ffieht es eu emet Ebene nm ewe paiailele 
Ebene Alle Strahlen eines Ptmlteb, die parallel 
£U einet Ebene sind hegen in einer Ebene 

Ua.be et namlich daruh einen Pnnkt 4 ; 
Elieneu k und «^ parallel zu emei Ebene /J ao '^ 
mtifiten deien Sclmitt geraden t) und a-^y mit 
emei weiteren duicli 4 gelegten Ebene j beide ^ 
parallel zui Sclinittgeiaden /J] sem, w<is bei 
einem Punkt A unmoglicli ist ^'^ '' 

c) Wenn zwei Ebenen eino dixtkn pitallel sind so smd ^le ea 
auch miier einandei 

Sie können (nach b) keinen Punkt mit einander gemein haben 

d) Die SchniUgeraden zweier Paare von PaiaUel Ebentn sind 



«u ß\\ßi> ™ iß* "^i^ Schnittgerade ceß \\ tc^ß \\ a^ß^. 
i. Sind zwei parallele Ebenen und zwischen ihnen zwei parallele 
Geraden gegeben, so wird durch diese und die Sehnittgeraden ihrer 
Ebene mit erstercn Ebenen ein Parallelogramm bestimmt, woraus sich 
ergiebt: 

a) Parallele Ebenen schneiden auf parallelen Geraden gleiche 
Sirecken am. 

Hieraus folgt weiter, entsprechend der Teilung von Schnitt- 
geraden in einem Parallelstrahlenbüschel (I § 13, 2): 

b) Wenn die eine von drei pa/raRelen Ebenen eine Sirecke swischen 
den beiden anderen halbiert, so JiaXhert sie jede solche Slrccle 

Sie heifst Mitfcelparallelebene dei beiden paiallelen Ebenen 
5. Wie in der ebenen Geometrie Punkt «nd Cceiade su-li in emei 
Reihe von Sätzen gegeuüb erstellen lassen, so eutsipiethen siuh m dei 
Geometrie des allseitig ausgedehnten Raiunes Sät^p, in denen Punkt, 
Gerade, Ebene der Reihe naeh ihre Stelle i ertaust heu mit Oeiade, Ebene, 
Punkt. In dieser Weise lassen sich emandei aui Reite stellen die ^ätze 



a) Zwei Punkte emer Ebene he 
stimmen eine Geiade in ihr 

b) Zwei Geraden emei Ebene be- 
stimmen einen Punkt (Rthnittpunkt). 

Wie durch einen Punkt m eiu 
werden kann, so durch eine Gerade 



a') Zwei Geraden eines Punktes 
hestmmien eme Ebene durch sie 

h') Zwei Ebenen eines Punktes be- 
stimmen eine Gerade (Schnittgerade). 
er Ebene ein Strahlenbüseliel gelegt 
ein Ebenenbüschel. Dem Winkel 



Geraden entspricht der Winkel ; 



dem Dreieck 
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6 I. Kap. Punkte, Geraden und Ebenen, § 3. 

aus drei Punkten und ihren Verbindungsgeraden entspricht das Dreikant 
aus drei Strahlen eines Punktes und ihren Ehenen, dem Dreiseit aus drei 
Geraden einer Ebene das Dreiflach. aus drei Ebenen durch einen Punkt. 



§ 3. Die Drelmiig. 
Die seiikpeclite Lage und der Ebeiieiiwiiikel. 

1. Unter der Bewegung eines Gebildes als Ganzem versteht 
man eine solche Änderung seiner Lage, bei der sich die gegenseitige 
L^e der Teile des Gebildes unter einander nicht ändert, also nicht 
die Lage der Punkte in ihren Geraden und dieser in ihren Ebenen, 
auch nicht ihre Strecken und Winkel. 

Eine Brehtmg eines Gebildes um eine Gerade als Äxe ist die Be- 
wegung, bei der die Funkte dieser Gnaden ihre Stelle nicht ändern. 
Die Yerhindv/ngsstrecke irgend eines Punktes des Gebildes mit einem 
Axenpankt verändert hierbei weder ihre Gröfse, nodt ^ren Äxenscknitt- 
punkt, noch ihren Winkel mit der Äxe. 

2. Die Sehnittgerade zweier Ebenen heifst Kante, wenn die 
beiden Ebenen in ihr einseitig begrenzt sind. Die beiden Halbebenen 
bilden einen Keil oder Ebenenwinkel. 

Zwei Ebenenwinkel sind einander gleich, wenn bei der Deckung 
ihrer Kanten und eines Ebenenpaares auch das andere Ebenenpaar 
zur Deckung kommt, Torausgesetzt dass sie beide auf einer Seite der 
erster en Ebene liegen. 

Der Ebenenwinkel entsteht durch die Drehung der Halhebene 
um die Kante als Äxe. Eine voUe Drehung führt die Ebene wieder 
in ihre ursprüngliche Lage, die Hälfte dieser Drehung, eine Z7m- 
wmdu/ng, bringt die Halhebene in die Lage ihrer Gegenhalbebene, ein 
Vi^id einer vollen Drehung bestimmt zwei mt einander senkrechte 
Ebemen. 

3. Scheitelkeile und Nebenkeile entsprechen den Scheitol- 
und Nebenwinkeln zweier Geraden (I § 7, e). Wie für diese er- 
giebt sich: 

a) Nebetikeile bilden msa/mmen zwei Eechte. 

b) Scheiielkeüe sind einander gleich. 

c) Durch mie Gerade in einer Ebene git 
8u dieser senkrechte Ebene. 

4. ») Wird eine Ebene um eine ihrer Ge- 
raden OÄ umgewendet, so fällt ein gm Axe senk- 
rechter Salhstrahl AC auf den Gegenstrahl AC^ 

(Tgl. I § 16, 2). 

Denn da (nach V) AC und AC^ mit OA 
gleiche Winkel bilden, also 

^0^C\= OAC^R 



es immer nur eine 
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§ 3. I Kap. Punkte, Geraden und Ebenen. 7 

ist, so ist -^ CAO -{- OACj = 2K und beide Winkel liegen gegen- 
seitig Bu OA in einer Ebene. 

Ebenso wird eine zweite Senkrechte einer andern Ebene OAB, 
AB J_ OA, durch diese Umwendung auf ihren Gegenstrahl AB^ ge- 
bracht, iadem hierbei der Keil beider Ebenen auf den Scheitelkeil 
fällt (3 b). Macht die Ebene CAB die Bewegung mit, so kommt 
sie nach C^AB^ und zwar in dieselbe Lage, wie wenn sie in sich 
selbst eine halbe Drehung (180") ausführt (I § 9). Jeder weitere 
Strahl AB dieser Ebene kommt dadurch ebenfalls auf den Gfegen- 
strahl AD^. Da hierbei der Winkel OÄD nach OAD^ kommt und 
beide Winkel zusammen 2 JJ betr^en, so ist OAD^ OJ.i)^ = ß, d. h.: 

b) Ist eine Gerade senJ^recht su zwei Geraden einer Ebene, so ist 
sie tmf jedem Strahl .ihres Schnittpunktes in der Ebene sefü.,recht 

Gerade und Ebene heifsen in diesem Fall senkrecht zu, einander 

6. Umgekekrt folgt: 

a) Alle Geraden, welche in einem Bunlct einer Geraden i:u dieser 
senkrecht sind, liegen in eimer Ebene. 

Denn (Fig. 6) gäbe es aufserhalb der zu OA senkrechten Ebene 
BAC noch durch den Punkt A einen zu der Geraden OA senkiechten 
Strahl äX, so würde eine Ebene durch beide Geraden OA und AX 
die Ebene BAG auch in einer Senkrechten zur Gferaden OA schneiden; 
es würden sich also zwei Senkrechte zu einer Geraden OA durch einen 
Punkt J, m einer Ebene OAX ergeben, was unmöglich ist. 

Ahnhch laist sich beweisen: 

b) J>Mj(fi iinen Punkt giebt es bu einer Ebene nur eine senk- 
rechte Getade 

c) Durch einen Punkt giebt es su einer Geraden rmr eine senk- 
rechte Ebene. Die eu einer Geraden senkrechten Ebenen sind parallel. 

6. Aus 5 a folgt, dass auch während einer beliebigen Drehung 
der Ebene BA C um OA kein Punkt der Ebene aus ihr heraustritt 
(vgl. I§22): 

a) Bei der Drehung um eine Axe dreht sich eine mr Axe senk- 
rechte Ebene in sich selbst um dm Schnittpumkt der Axe ah Brt^pmiM. 

b) Bei der Brdmng um eine Axe beschreiben alle Punkte Kreis- 
bögen, deren Ebenen senh-eckt mir Axe, d^en Mittelpunkt in der Axe 
und deren Mittelpunktswinkel einander gleich sind. 

Die vorgeschichtliclie Erfindung des Rades und der Töpferscheibe erfor- 
derte diese Kenntnisse. Teilkreie eines WinkelraefBinstrunjentes; steht die 
Axe nicht genau senkrecht auf der Ebene, so wird hei der Drehung die 
ursprGngliche Ebene nicht beibehalten und die Teilungen der Bögen (Teil- 
kreis und Nonius) schliefsen nicht genau aneinander. 

7. Dreht man eine Ebene a (Fig. 7) um eine Axe a, so wird eine 
in K hegende zur Axe Senkrechte b eine Drehung in einer zur Axe 
senkrechten Ebene machen, welche Drehung vollständig der der Ebene 
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8 I Kai P til'te Gera en ual Ebeaen t, 3 

entspr cLt d einer hallen olei vollen Diehung 1er Ebene e t 

spr cht eme halbe oder volle Dreh ng der Cerale glp he ^ nkel 

de Ebenen entsprechen gle che "W nkel der ziir Axe m 

den Ebenen henkle hten da he der Drehung les Ebe en 

w nkels un 1 e Kauten n cht bloa he El enen sonde n 

auch d e entsprechenden Senkrechten ziu- Deck ng ge 

b cht werden können k rz 

Bc TT nid le i'r Ebmen u l gm essen d ) d 
W l!:el zvee n diese t Ebetiei Jagenden Getader d 
m eiieti P nkt den Kmi Utsteier eik edt snd 

Am wagreeliten. Teilk e b emea "WinkelmeBBe a wird de 'W nkel de lot 
e tten Ebenen gemeseen he du cb 1 e lot edite D ehaxe un 1 d R ht n en 
ndch den 7 elj unkten est mmt nd 

8 Da a S ei^ el t s ch s fort der batz 
Jjie Ebe e d 1 e e Cet le d^ aif e Ele 

ihi selb t tenkrecli i diese 

Ist nami ch d e Gerade a senkrecht z der 
Ebene /J nd durch a d e El ene k gelegt s t 
_L aß son t st der eine Schenkel de« Winkels 
1 e de Ebenen a f dem n j3 1 egenden Schenkel 
l ±.o.ß steht abe el entills senkreclt lal e &t 

•^al A le Ebenenw kel = JR ^*' 

9 Neh en w an es se El ene L ^ n 1 es we Je n a I e 
Gerade J_ ß p,ezOj,en b si i i a A. ß Dnnl ese f e ade st 
le eine S henkel les Winkels be de El enen sei Idet also a 1 
m t de n zwe t n der El ne ß -mgeh r gen S henkel d eses Winkels 
einen L, da ßX/3, daher folgt (nach 4b) a X ß- D. h.. 

a) Die Gerade, die innerhalb einer von zweien zu einander 
senkrechten Ebenen auf deren Scknittgeraden senkrecht steht, ist auch 
senkrecht zw andern Ebene. 

Femer ergiebt sich: 

b) Die Smkrechte von einem Pimkt mi einer Ebene ist die Schnitt- 
gerade aUer durch den Punkt gelegten senkrechten Ebenen; 

denn fällt man von einem Punkte P die a A_ ß und y _L. ß, so 
mufa die von P auf yß gefällte Senkrechte (nach a) auch _L ß sein, 
d. h. mit a zusammenfallen; somit fällt a in y, und ebenso in jede 
weitere Ebene durch F ±. ß. 

c) ÄUf SU einPT Ebene senkreckte Geraden sind parallel; 

denn zwei solche Senkrechte « und a' A^y (^ig- H) hegen (nach b) 
in der senkrechten Ebene y' A. y, die durch die Gerade ihrer Schnitt- 
punkte EP-^ bestimmt ist (§ 3, 3 c), und sie sind senkrecht zu dieser 
Geraden EF^, woraus folgt, dafs ra||ö' ist (I § 11, 5 b). 

d) Eie Ebene, die durch eine Gerade senkrecht zu einer Ebene gelegt 
ist, ist der Ort aUer Senkreckten van den Pmtktm der Geraden zur Ebene; 
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§ 4. I. Kap. Punkte, Geraden und Ebenen. 

denn diese Senkrechten sind parallel und liegen 
der Gferaden in einer einzigen Ebene. 

10. Wenn man ron einiem Punkt A umerhalb des 
Ebenen a und ß SenkrecMe zu diesen zieht, p .L a, n 
Ebene pn zu beiden Ebenen senkrecht, daher auch 
zur Schnittgeraden aß-, achneidet nun die Ebene pn 
die Ebene a in a und ß in h, so bestimmt -^ ab den 
Ebenenwiukel ccß. Nun ist aber m dem Viereckß«^« 
^pa = nb ^ B, somit -^^w + aft ^ 2B, d. h.: 

Der Winkel der ffalbstrafäm, die von mwm Punkt 
innerhalb eines Ebenenwinkels senkrecht nach den Ebenen 
gezogen sind, ergänzt den Ehenenwinkel zu 2 B. 




§ 4. Die Verschiebung 
Winkel von parallelen ttepaden und Ebenen 

1. Die Verschiebmig eines Gebildes ist die Se^veg^mg hei du evtw Ge 
rade l (Eig. 10) w sidi selbst bleibt und ebenso eine Ebene X duxh ^ie w 
sich selbst hingleitet. Die Gröfae der Verschiebung wird duich die Strecke 
88^ zwischen der Anfangs- imd Endlt^e eines Punktes m l gemessen 

Irgend eine zweite Ebene durch die Leitgerade Sh^ muls di 
sie ihren Winkel mit der ersten Ebene i bei dei Verschiebung bei 
behält, ebenfalls in sich selbst hingleiten. Es bleibt 
daher zur vollständigen Bestimmung der Verschiebung 
nur die Angabe der Strecke der Leitgeraden ubiig 

Verbinden wir einen Punkt A des Gebildes mit S, 
so bleibt der Winkel 8^8 A bei der Verschiebui^ inner 
halb der Ebene Sj^SÄ, land er bleibt sich selbst gleich; 
hieraus folgt, da(s 5^.4, # SA und dafs AA^ # SS^ 
(vgl. I § 21). 

JBei einer Verschiebung beschreiben alie Tirnkte gleiche 
imd paraUele 8tret^ien. Jede um Verschiebungsrichüing 
parallele Gerade und Ebene gleitet in sich selbst hin. 

Für die Ebene folgt dies daraus, dafs ihre Lage 
durch zwei parallele Gerade bestimmt ist (§ 1, s). 

2. Da die parallelen und gleichen Strecken SS, # AA^ # BB^ 
von parallelen Geraden begrenzt sind (I § 36, 3 a), su folgt weiter 
AB\\A,B^, d. h.: 

Bei einer Verschiebung bleut jede Gerade sich 
selbst parallel, ebenso jede Ebene. 

kus AB\\AiBi, ÄO\\AiC^ folgt immlich auch, 
dafs die Ebene BAOWB^A^C^ ist (§1, ii). 

3. Werden zwei parallele Ebenen a \\ a' (Fig. 11) 
von eiaer dritten y geschnitten, so bringt eine Ver- 
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I. Kap, Punkte, Geraden und Ebenen. 



§ 5. 



j um eine Verbindungsstrecke FF^ die parallelen Schnittge- 

raden und Ebenen auf einander; der Ebenenwinkel ay fällt also auf «V- 

Zwei parallele Ebenen iildeii mit einer sie schnddettdeti Ebene 

gleiche Winkel je nach einer Seite hin. 



4:. Wenn die Schenkel AGB 
und Ä^G^S^ (Fig. 10) paarweise 
parallel aind, ao bringt die Ver- 
schiebung um die Strecke CCj den 
einen auf den andern. 



4', Wenn die Ebenen der 
beiden Ebenenwinkel Ä(8C)B 
(Fig. 10) und Ai{S^C;)B^ paar- 
weise parallel sind, so bringt die 
Verschiebung der Kante SC nach 
der parallelen Kante 8^0^ (§ 2, 3d) 
beide Winkel aur Deckung. 

a') Der Winkel zweier Salb- 
ebenen ist gleich dem sweier gleidir 
gerichtet parallelen Halbebenen. 



a) Der Winkel zweier 
■t gleich dem 0weier glmch- i 

gerichtet parallelen Salbsfy-ählen. 

Umgekehrt folgt aus diesen Sätzen: 

b) Werden zwei parallele Ebenen um swei parallde Gerade im ihnen 
im Setrag gleicher Wimkel gedreht, so sind die Ebenen in der neuen 
Lage ebenfalls parallel und ebenso irgend ein Geradenpaar in ihnen, 
die in der ersten Lage pa/raUel waren. 

5. Durch Verschiebung und Drehung kann ein Gebilde in jede 
andere Lage gebracht werden. 

Denn wenn SAB die Anfangslage, S^A^B^ die Endlage ist, so 
verschiebt man zuerst um SS^ nach SiA^B^; dann dreht man um die 
auf Ebene A^S^^A^ in S^ senkrecht stehende Axe, bis S^Ä^B^ auf 
S^A^B^ fällt, und schhefslich um die Axe S^A^ im Betrag des 
Ebenenwinkels B^{S^A^)Ss. 



a den Grün 



§ 5. Abstand zwischen Punkt und Ebene und, Winkel zwischen 
Gerade und Ebene. Grundrifs. 

1. Zieht man durch die Punkte einer Figur die Senkrechten zu 
einer Ebene, so erhält man auf dieser Ebene ein Bild der Figur, das 
man als Grundrifs (Orthogonalprojection) jener Figur auf der 
Ebene bezeichnet. 

In der darstellenden Geometrie unterscheidet n 
als Bild auf einer wagrechten Ebeuo vom Aufrifs als dem 
Bild auf einer lotreoliten Etene, 

Ist AF±ß, so ist F der Grundrifs von A. 

a) Die senh-echte Sh-ecke von einem Punkte nach 
einer Ebene ist der Jmrgeste Abstand zwischen jenem 
Putzte und den Punkten der Ebene. 

Sie heifst kurz der Abstand des Punktes 
der Ebene. '^ 

Ist nämlich AF_Lß, und ist B ein weiterer Punkt von ß, 
ist ^AFB^li, somit AB>A:B. 
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§ 5. I. Kap. Punkte, Geraden und Ebenen. 11 

b) Die Verhinflungsstrecken eines Punktes aaßerhcdb einer Ebene 
mit PunJiten derselben, die gleichweit von dem Grundrifs des Punktes 
entfernt sind, sind einander gleich, — und vmgeicehrt. 

c) Von swei Verh-indungsstreclien eines Punktes aufserhalb einer 
Ebene mit swei Punkten derselben ist diejenige die gröfsere, deren 
Endpunkt von dem Gntndrifs jenes PuiiMes weiter entfernt ist, — ■ und 
wmgehehrt. 

Ist nämlich J-J'_L/3, und ist in Ji dasF^i = J^.B, so bleibt bei einer 
Drehung von AFB um ÄF die aeraJe FB^ in der Ebene cc (§ 3, 6) 
und kommt nach FB, so daTs dann auch AB^ und AB einander decken. 

Ist dagegen FB^<i FB^, so bildet nach einer solchen Drehung 
FB^ nur einen Teil von FB^, und es mufs auch ABj^<i AB^ sein 
(I §18, 3 b). 

Umgekehrt folgt aus FB^^FB^, dafs AB^^ AB^ ist, da jeder 
dieser drei letzteren Falle jeweils nur mit der entsprechenden ersfceren 
Bedingung nach den oben angeführten 
Sätzen ausanimenbe stehen kann. / 

Zusatz, a) Ist h \\ a (Fig. 13), imd y^J 

wird durch b die Ebene v X « gelegt, ^/;\ 

so ist av \\ b. Der Abstand dieser Paral- /// i X~~ 7 

lelen heifst der Abstand der Geraden & ///[ /-^'^ / 

und der Ebene k. // V- ?^ '^Y 

b) Sind a und b zwei windschiefe // ' {/ ^y 
Gferade und legt man durch einen Punkt j,. 

von a die Gerade % || b, so nennt man 

•^ a«! den Winkel der windschiefen Geraden. Dann ist die 
Ebene aa^ || ö; die Ebene v, die durch b senkrecht zu dieser Ebene a.a^ 
gelegt wird, schneidet a in einem Punkte P, dessen Senkrechte PB 
zur Geraden b den kürzesten Abstand zwischen den Wind- 
schiefen a und h gibt (L^P^ > L^P^; dabei beifsen P und B die 
Kreazungspunkte der Windschiefen. 

c) Eine Gerade LP, die senkrecht su einer Ebene a ist, hrrnzt aUe 
Geraden dieser Ebene, die sie nicht schneidet, rechtwinkelig. 

2. Legt man durch eine Gerade a (Eig. 14), die nicht senkrecht zu 
einer Ebene ß ist, die zu ß senkrechte Ebene cc, so heifst die Schnitt- 
gerade b der Grundrifs der Geraden a auf der Ebene ß. Der 
Winkel der Geraden a mit ihrem Grundrifs b auf einer Ebene wird 
der Winkel der Geraden und Ebene genannt. 

Am lotrechten Teilkreis eines "WinkelmeBsers wird der Winkel der ge- 
neigten Richtlinie mit der wagrechten Ebene gemeBsen. 

Trifft die Gerade AF die Ebene ß in F, und ist B der Grand- 
rifs von A, FX eine Gerade in ß, wobei AX X FX sei, so ist 
^X>^:e(la), sin AFX oder AX : AF> AB : AF, oder 
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12 I. Kap, Punkte, Geraden und Ebeaen. g 5. 

sin ÄFX> sin AFB, alw -r AFX> AFB, 
d. h.: 

Der Neigungswinkel einer Geraden und e-hter Ebene ist Meiner 
als der Wirüiel der Geraden mit irgend einer Geraden der Ebene. 

Dreht sieh die Gerade FB um den 
Punkt F in der Ebene ßy so nimmt der 
Winkel dieser Geraden mit ÄF alle Werte 
an, die zwischen -^ AFB und (2 B — AFB) 
hegen. 

3. Zieht man von einem Punkt A die 
Senkrechte AJC auf eine Gerade FX. der 
Ehene ß und in dieser Ebene BX A. FX, so 
ist die Ebene AXB±FX (§ 3, 4 b); somit 
ist sie _L /5 (§ 3, 8), d. h. BX ist der Grund- 
riCa Yon AX in der Ebene ß; der Wiukel BXF ist der GrundriTs 
des Winkels AXF. 

Ber Grundriß eines rechten Winkels, dessen einer Schenkel in der 
Grundrifseiene liegt (oder ihr parallel ist), ist ein retMer Wi^el. 

Wenn man nämlich weiter noch in X die Senkrechte zu ß und 
von einem Punkt dieser Senkrechten je eine Parallele zu AX und 
XF zieht, so ist BXF auch der Grundrifs des Winkels dieser 
beiden Geraden. 

Der Gruadtifs einer rectteckigen Dachfläche ist ebenfalls ein Eechteek. 

Zusatz, Die Aufgabe: von dem Punkt A die Senkrechte auf 
die Ebene ß zu fallen, wird hiemach gelost durch dreimalige Zeichnung 
von Senkrechten in je einer Ebene, nämlich AX X FX in Ebene 
AFX, BX±XF in ß und ABA_BX in Ebene ABX. 

4. Bildet die Gerade AF mit zwei Geraden FX und FT der 
Ebene ß gleiche Whikel, und zieht man AB±ß, AX±FX, 
AYA FY, so ist AAFX^AFY, AX = AY, BX = BY (Ih), 
A SFX ^ BFY, ^ BFX = BFY, d. h.: 

TTeww eine Gerade mit 8wei Geraden einer Ebene (oder mit zwei 
Parallden m ihr) gleiche Winkel bildet, 

a) so halbiert ihr Grmärifs auf der Ebene den Winkel der beiden 
Geraden (oder den ihrer Grwndrisse); 

b) so hüden die dwch die Geraden gdegten Ebenen auch gleiche 
WitJrsl mit jener Ebene — tmd umgekehrt. 

Die Ebenenwinkel werden nämlich durch AXB und AYB ge- 
messen, während nach obigem /\. AXB ^ AYB ist, ■ — Der Zusatz 
in Klammer folgt daraus, dafs man die Strahlen FA, FX und FY 
parallel mit sich an einen Punkt der in i*' zu ^ errichteten Senk- 
rechten verlegen kann, ohne den Grundrifs FB, FX, FY zu ändern. 
Storaen zwei gleichgeceigte Dach- oder Böschimgafl 
halbiert der Grundtifs der Stofskante den Winkel der Grundlinien, 
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5. Da die Senkrechten zu einer Ebene parallel sind (§ 3, 9«), 
so sind die Ebenen, die man durch parallele Gerade aufserlialb der 
Ebene senkrecht zu dieser legt, durch Paare von Parallelen bestimmt; 
sie sind also parallel (§ 1, 9), und sie schneiden diese Ebenen in 
Parallelen {§ 2, a a). 

Die Grundrisse paralleler Geraden sind parallel. 

6. Der GrundriCs einer Strecke AB auf einer Ebene ß ist 
die Strecke Aj^B^ zwischen den Grundrissen ihrer Grenzpunkfce. Ist 
a der Winkel der Geraden und Ebene, so folgt Aj^B^^ AB • COB a 

a) Der Grundrifs einer Strecke wuf einer Hbene ist gleich dem 
Produkt der Strecke mit dem Cosirms des Winkels der Geraden mid 
Ebene. 

Der Grundrifs einer Strecke ist somit um so kleiner, je gröfser 
der Neigungawinkel; er schrumpft au einem Punkt zusammen, wenn 
die Strecke zur Ebene senkrecht wird; er ist der Strecke selbst gleich, 
wenn diese der Ebene parallel ist. Weiter folgt: 

b) Bie Grundrisse paralleler Sirecken, stehen im Verhältnis dieser 



t. Unter dem Grundrifs einer begrenzten Fläche auf einer 
Ebene versteht man die Fläche, welche von den Grundrissen der 
Grenzlinien begrenzt ist. (Fig. 15.) 

Ist von einem Dreieck in der Ebene a eine Seite a parallel dem 
Schnitt aß zwischen der Ebene a und ß, so ist die Höhe h zu dieser 
Seite des Dreiecks parallel dem in a liegen- 
den Schenkel des Ebenenwiakels aß, und der 
Grundrifs h' der Höhe steht auch auf der 
Richtung von a senkrecht (3); daher ist 
der Winkel hh' gleich dem Ebeuenwinkel aß 
und der Grundrifs li der Höhe =Ä-cos iaß)\ 
der Flächeninhalt J' des Grundrisses des 
Dreiecks ist somit, da der Grundrifs von 
a auch = a ist, J' = ~ = ~ • cos (aß) , !■ b i& 

also J'= J ■ cos (aß), wenn / der Inhalt des Dreiecks ist. Diese 
Gleichung lafst sich als giltig für jede beliebig begrenzte Figur nach- 
weisen, indem man eine solche Fläche stets in Dreiecke zerlegen 
kann, deren Gfrundseiten || aß liegen und deren Höhen unter einander 
parallel, so dafs dann das Verhältnis der Inhalte dieser Dreiecke zu 
denen ihrer Grundrisse gleich cos (aß) ist. Daraus ergieht sich 
(H § 2, 6): 

Z)«r Grundrifs einer ebenen Fläche ist gleich dem Produkt der 
Fläche mit dem Cosinus des Ebmenmnkels. 
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14 II. Kap. Gegengesetzte Lage und ümdrehungsfiächen. § 6. 

Zweites Kapitel. 

Gegeagesetzte Lage in Bezug auf Funkt, Gerade oder Ebene. 
Die Umdrehtiiigaflächen. 

A. Gebilde mit einem Mittplpimkt. 

§ 6. Gegengesetzte Lage zu einem Punkt. 

1, Zwei räuniliclie Gebilde liegen geqenge'^eM (H) oder diametral 
in Besug cmf einen Funkt (Mittelpunkt), nenn thte Punkte paarweise 
auf SaVjstraM und Gegenstrahl dieseb Punlteb m gleichem Ahstand 
von ihm liegen. Zwei solche Gebilde geben veiemigl; ein 

Gebilde mit einem Mittelpunkt (centrisches Gebilde), 

Im ersten Teil (§ 9 und 10) wurde bewiesen: 

a) Zwd Figuren, die auf einer Ebene durch den Mittelpunkt gegen- 
ffesetst liegen, Icotnmen durch die Umgehung der Ebene in sich um den 
Mittdpunkt ew Deckung, 

b) Gegengesetzte Strahlen liegen gegengerichtet parallel in einer 
Ebene des Mittelpunkts in gleichem Aisfand von ihm. 

c) Gegengesetzte Strecken sind einander gleich. 

Aus dieser Öleiebheit gegengesetzter Strecken folgt, dafs jedes 
Dreieck mit dem gegengesetaten zur Deckung gebracht werden kann. 
Hiemaeb gilt der Satz: 

d) Gegengesetate Winkel, Dreiecke oder irgend ebene Figuren 
stimmen vollkommen uberein. 

3. ft) Gegengesetgte Ebenen sind paraUel in gleichem Abstand vom 
Mittelpunkt. 

b) Gegengesetzte EbenenurinJiel sind einamder gleich. 

Denn sowohl die gegei^e setzten Ebenen, ala ihre Winkel werden 
durch gegengesetzte, also parallele Geraden bestimmt. 

3. Gegengesetzte Gebilde, die nicht je einer Ebene angehören, 
sind im allgemeinen nicht deckungafähig, z. B. drei Halbstrahlen des 
Mittelpunktes und die drei Ebenen durch sie können mit den Gegen- 
halbstrahlen und üiren Ebenen nicht zur Deckung gebracht werden. 

Ein Gebilde aus drei Halbstrahlen eines Punktes, die nicht in 
einer einzigen Ebene liegen und die durch die zwischen ihnen liegenden 
Ebenenteile verbunden sind, heifst eine dreikantige Ecke oder ein 
Dreikant. Der Punkt heifat der Seheitel, die Halbstrahlen die 
Kanten, die Ebenenteile Seiten der Ecke oder Eantenwinkel. 
Jedem Kantenwinkel liegt ein Ebenenwinkel gegenüber. Die Gegen- 
strahlen der Kanten bestimmen die Scheitelecke; sie liegt in Bezug 
auf d-in Sc.lie.i*'.ei gegengesetzt zur ersteren Ecke, 
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Eine Ecke und ihre Seheitelecke stimmen ober ein in ihren 
Kanten- imd Ebenenwinkehi; verfolgt man aber, von einem Punkt in 
die Ecke hineinsehend, der Reihe nach die Kanten- und Ebenen- 
winkel von aßy und dann ebenso von einem entsprechenden Punkt 
in der andern Ecke die Reihenfolge 
'^ißiVir so ist der Drebungasinn 
von Ki/^j^j^ dem von aßy entgegen- 
gesetzt. Die Umdrehung der Scheitel- 
ecke Kj^i^i um die im Scheitel auf 
Ebene y errichtete Senkrechte m bringt 
wohl die Kante a^y^ auf uy imd 
ß^y, auf ßy, aber die Kaute «j/S^ 
kommt nicht auf aß, sondern auf pig. le. 

die Gegenseite der Ebene y nach 

«2^21 ^^^^ zweite Umdrehung um die Winkelhalbiereude in y würde 
die Kanten der ungleichen Ebenenwinkel ß^y auf ocy und K^y auf 
ßy bringen, so dafs auch dann nicht eniBprechende Ebenenwinkel 
sich decken. 

Wir nennen solche Gebilde, welche in allen ihren Teilen, wie 
Strecken zwischen zwei Punkten, Winkel zweier Geraden oder Ebenen, 
übereinstimmen, während diese Teile von entsprechenden Punkten 
betrachtet in umgekehrtem Eichtungs- oder Drehungsainn auf ein- 
ander folgen, gegenwendig gleich; die deckungsfälligen Gebilde 
können dagegen als gleichwendig gleiche heaeichnet werden. 

Die Scheiteledce mt einer Ecke ist ihr gegenwmdig gleich. 

Man kann awei gegenwendige Dreikante erhalten, indem man zweimal 
die Winkelsumme a -\- ß -}- y aua Pappe ausschneitiet und an den inneren 
Schenkeln einmal nach der einen Seite, das andere mal nach der andern 
Seite knickt. 

4-, Denkt man sich die Scheitelecke parallel mit sich verschoben, 
so bleiben beide Ecken noch gegengesetzt in Bezug auf den Mittel- 
punkt der Verbindungsstrecke der Scheitel. 

Da gegengesetzte Gebilde in ihren Strecken, Strahlen- und Eben- 
winkeln übereinstimmen, aber jeder Ecke eine gegenwendige entspricht, 
so gilt allgemein: 

Zicei Gebilde, die in Bezug auf einen MiUelpimkt gegengeseM 
liegen, sind gegenwendig gleich. 

Zusatz. Doch können die Gebilde unter besonderen Bedingungen 
auch deckungsfähig sein, z. B. ein Dreikant und die Sebeiteleeke, 
wenn awei Kanten- und zwei Ebenenwinkel einander gleich sind (vgl. 
§ 5, 4b), da dann die Reihenfolge keinen Unterschied ausmacht. 

Linke und rechte Hand sind gegenwendige Formen; sie liegen gegengeaetzt, 
wenn z, B. zwei entsprechende Finger sich an der Spitze herühren und die 
inneren Handflächen nach entgegengesetzten Seiten liegen. 
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16 n. Kap. Gegengesetzte Lage und Umdrehuiigafiächen. g 7. 

§ 7. Die Kugel als Fläche mit einem Mittelpunkt. 

1. Im körperliclieii Eiaran ist der Ort aller Punkte, die von 
einem bestimmten Pmtkt (MittelpunM) den gleichen Abstand haben, 
eine Kugdftäche. 

Dieser Abstand heifst Halbmesser (oder Radius) der Kugel. 
Zwei gegengericbtete Halbmesser vereint büden einen Durchmesser 
der Xugel; die beiden Gfreiizpunkte eines solchen liegen gegengesetzt 
in Bezug auf den Mittelpunkt. 

Jeder Punkt, der dem Mittelpunkt näher liegt, als ein Kugel- 
punkt, liegt innerhalb der Kugelfläche, jeder weiter ^-^rTr- -s, 
entfernte aulserhalb derselben. / ^ • \ *l J\ 

Alle M)emn du/rch den Kugelmittelpankt schnei- / J^ /\ 
den die Kugel in Kreisen, deren Haß>messer gleich [ y'\J y 1 
dem Kugelhalbmesser ist. ^{■''^^^^'^^''''^ I 

Denn alle Punkte der Schnittlinie sind vom ^^^ / 

Mittelpunkt der Kugel um den Kugelhalbmesser ^■~~.._^.^ 
entfernt, -"^'^ ^''■ 

3. Eine Ebene, die die Kugel schneidet, giebt eine Schnittlinie, 
deren Punkte vom Mittelpunkt gleichweit entfernt sind, daher auch 
gleichweit vom Grundrifs des Mittelpunkts auf der Ebene (§ 5, i b), also : 

a) Jede dwrch eine Kugel gelegte Ebene schneidet sie in einem Kreis, 
dessen Mitlelpimki in der vom Kugelmittdpunkt auf die Ebene gefällten 
Senkrechten liegt. 

Ist r der Kugelhalbmesser, a der Abstand der Ebene vom Kugel- 
mittelpunkt, p der Halbmesser des Schnittkreises, so ist p = i/r^ — a^. 
Ist a = 0, so erlangt q = r seinen gi-öisten Wert. Man nennt daher 
die Schnittkreise der Ebenen des Kugelmittelpunkts gröfste Kreise 
oder Hauptkreiae der Kugel. Der Schnifctkreis schrumpft zu einem 
Punkt zusammen, wenn a^r wird, m. a. W.: 

b) Die im Endpunkt eines Halbmessers senkrechte Ebene benlhrl 
die Kugel in diesem Punkt. 

Eine durch den Berührungspunkt gehende Gerade 
dieser Berührungsebene (oder Tangentialebene) 
heifst Berührungsgerade (oder Tangente) der Kugel. 
Legt man durch eine' solche Berührungs gerade irgend 
eine Ebene, so berührt die Gferade auch deren Schnitt- \ 
kreis, und umgekehrt ist eine Berührende eines Schnitt- 
kreises auch Berührende an der Kugel. Man erhält eine 
Berührungs ebene auch mittels zweier Berührenden eines "'" '"' 

Punktes der Kugel. 

3. Verbindet man zwei Punkte Ä und B einer Kugel durch 
den Bogen b eines H^aptkreiaea und diu-ch den Bogen fej irgend eines 
andern Kreises auf der Kugel, und dreht man dann beide Bögen um AB 
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als Axe in eine Ebene, so wird 
AB = s und dem Bogen i, liege 



r Bogen b zwischen der Sehne 
so dafs s < ft < 6^ ist. — Wie 
aus der Anscliaiiung folgt dies auch daraus, dafs das Verhältnis —. — 
mit wachsendem Winkel von 1 bis — wächst (II § 40, 8). Ist 
nämlich r der Halbmesser der Kugel und q der des Schnittkreises, 
)■ > Q, sind ferner ß und a die betreffenden halben Mifctelpunkts- 
wiukel zur Sehne s, so ist 



demnach 



:>^„-^ 



oder 



also K > j5 



5>V> 



somit p arc ß > r arc ß, was zu beweisen war. D. h.i 

Von allen Kreisbögen ditrch swei Punide mif der Kugelfläche 
ist (?«»■ des Haupthreises der hwzeste, 
immer unter der Voraussetzung, dafs der Kreisbogen genommen 
werde, der kleiner als der Halbkreis ist. 

Zwieehen zwei Punkten auf einem Parallelkreis der Erde {von gleicher 
geographischer Breite) ist der Weg auf dem Parallelkreis länger, als der auf 
dem Haiiptkreis. 

Man nennt den Bogen des Hauptkreises zwischen zwei Punkten 
der Kugel den Abstand der Punkte auf der Kugelfläche. 

4. Ist MP der zu einer Schnittebene ASO ^ 

senkrechte Kugelhalhmesser, so bringt die Drehung 
um diesen den Halbmesser MÄ na«h MB (§ 
eb), daher ist '^AMP = BMP und auch 
Bogen PA = FS. 

a) Der Grempunkt des sm einer Schmtßareis- 
ebene senkrechten Halbmessers hat von aMen Punkten 
des Krdses den gleichen Aistand amf der Kugelfläche. 

b) Der Ort aller Punkte auf einer Kugd, die 
v<y)i einem ihrer Punkte den gleichen Aistand heäyen, 

ist ein Kreis, dessen Ebene senkrecht ist mm Kugelhalbmesser nach 
diesem Punkt. 

Der Pol hat von iillea Punkten eines Parallelkreiees des Äquators den 
gleichen Abstand. 

Ist C em Punkt auf PB, so ist der Abstand CB < OA. Trifft 
nämlich der Halbmesser CM die Ebene A OB in S, so ist 

0Ä+ÄJ5 oder OA<OS-i-SA, SB<SA- 
daher ist auch in den Dreiecken SMB und SMA der Winkel 
SMB<3MA (I § 24, ab), also Bogen CB<CA. 

e) Der kürzeste Abstand eines Pttnktes der Kugel von einem Kreis 
auf ihr ist der Bogen des Hcmptkreises, d^ du/rch d&i Punkt geht und 
dessen Ebene senkrecht auf der des Kreises steht. 

Hearlci n. Treutlein, ElementBigeometrie HI. 2. Aufl. 2 
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6. Wenn mau nm den Scheitel S eines Dreikants als Mittel- 
punkt eine Kugel legt, so wird deren Fläche durch die drei Kanten 
in drei Punkten Ä, S, C, durch die drei Ebenen in drei gröfsten 
Kreisen gesehuitten, deren Bögen AB oder c, BC oder a, CA oder b ein 
Kugeldreieck oder sphärisches Dreieck hestimmen. Diese Bögen 




messen die Kantenwiukel ASB, BSC, CSA, während die Wiakel 
K, ß, y der Berührenden in den Schnittpunkten A, B, C der Kreis- 
bögen zugleich die Ebenenwoikel an den Kanten 8A, SB, SC messen. 
Die Kreisbögen heifeen die Seiten, die Winkel k, ß, y die Winkel 
des Kugeldreiecks. 

Die Ausdrücke gleichschenkelig und gleichgeneigt lassen 
sich vom ebenen Dreieck sofort auf das Kugeldreieck übertragen. 

Gemäia 8. 12, 4b ei^ebt sich: 

a) ■ In einem Dreikcmt oder K.ugeldreieck liegen gleichen Seiten gleiche 
Winkel gegenvher — und umgekehrt, 

und insbesondere: 

b) Sin Dreikant oder Kugeldreieck mit drei gleichen Seiten hat 
auch drei gleiche WinJcel — und umgekehrt. 

Zusatz. Sind die beiden Kantenwinkel Rechte, so sind es auch 
die ihnen gegenüberliegenden Ebenenwinkel und umgekehrt, wie aus 
§ 3, 8 folgt. 

6. Ist in einem Kugeldreieck PAC (Fig. 19) PA die gröfste 
Seite, und trägt man PB = PA auf die Verlängerung von PC ab, 
so liegen A und B auf einer zu PM senkrechten Ebene (4 b), und 
es ist Bogen CB < CA (4 c), also auch 

PA oder PC -\- CB <PC -\- CA; 
hiemach ist auch PA —~ CA < FG. 

In einem Kugeldreieck (Dreikant) ist die Summe sweier Seiten 
(Kcmfenmnkel) größer als die dritte Seite (der dritte Kantenvmücd) ; 
der Unterschied ist kleiner als die dritte Seile. 

7. Ist ABC (Fig. 22) irgend ein Kugeldreieck, so bestimmt die 
Scheitelecke des Dreikants im Mittelpunkt zu ABC auf der Kugel das 
Gegendreieck A^B^C^, das mit dem Kugeldreieck nicht zur Deckung 
gebracht werden kann, sondern ihm gegenwendig gleich ist. Der zu 
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den Ebenen beider Dreiecke (die als gegengesetzte Ebenen parallel 

sind) senkrechte Kugeldurchmesser MM^ bestimmt die Lage der 

Punkte M und M-^ so (4 a), dafs die Bögen 

MA = MB = MC = M^A^ = M.B^ 

= M^C^ sind. Die gl eiche chenkeligen 

Dreiecke MAB und M^A^Bi lassen sich 

zur Deckung bringen (S, 15, i, Zusatz) und 

ebenso die beiden andern Dreieckspaare ; 

daraus folgt: 

Ein Kugeldreieck ist flächmglekh sei- 
nem Gegmärdeck. 

Die Gleichheit des Flächeninhalts 
gilt allgemein für irgend zwei gegen- 
gesetzte Mächen, da man diese in gegen- 
gesetzte eelur kleine ebene Dreiecke zerlegen kann, die paarweise zur 
Deckung gebracht werden können. 

B. Gehilde mit einer Mittellinie. 
§ 8. Gegengesetzte Lage zu einer depaden. 

1. Zwei räumliche Gebilde liegen gegengesetst in Bemg auf eine 
Gerade {Mittellinie oder Axe) oder axialsymmetriseh, wewn ihre Pumkle 
paarweise auf Senkrechten su dieser Geraden in gleichem Ahstand von 
ihr liegen. 

a) Einem zur A^e senkrechten SalbstraM entspriekt sein Gegen- 
strahl. 

Eine halbe Drehung (oder Umdrehung) um die Axe bringt jeden 
Punkt auf seinen Gegenpunkt, woraus folgt: 

b) Zwei Gebilde, die gegengesetzt su einer Axe liegen, kommen 
durch die Umdrehung um die Axe 0W Deckung. 

Zur Veranschaulichung des folgenden bringe man etwa zwei gleiche 
Stahle in die eatsprechende Stellung. Zwei gleiche Hände (und Personen) heim 



2. Für die Figuren einer durch die Axe gelegten Ebene gelten 
die in I § 15—17 ahgeleiteten Beziehungen: 

a) Zu einer Figw in einer Ebene mit der Axe lügt die gegen- 
gesetste Figur in derselben Ebene ander&'seits der Axe. 

h) Zu einer Geraden, die die Axe schneidet, liegt die gegengesetste 
Gerade in derselben Axenebem mit ihr wtd trifft die Axe in demselben 
Punkt unter demselben Winkel. 

c) Zu dner Geraden, die parallel der A^ce ist, liegt die gegen- 
gesetzte Gerade parallel in derselben Axenebene im gleichen Abstand 
von der Axe. 
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3. Für die Figuren einer zur Axe senkrechten Ebene gelten die 
in I § 9 und 10 abgeleiteten Beziehungen (vgl. S. 7, 6 a): 

a) Zu einer Figur, die in einet- sm Axe seijtrechten, Ebene liegt, 
liegt die wj Bemg auf die Axe gegengesetste Figu/r in derselben Ebene 
gegengesetst in Besug auf den AxenscknittpunU als Mittelpimld. 

b) Zu einem SiroM, der die Axe rechtwinkelig hreu^, liegt die 
'. Gerade gegengmchtet parallel in derselben sur Axe senk- 

i und in gldcherrt Abstand von der Axe. 

4. a) Wenn eine Ebene die Axe schneidet, so schneidet sie die 
gegengesetete Ebene in einer Senkrechten sw Axe (als einer sich selbst 
entapreehenden Geraden), und die Axe Hegt auf der Halbierungsebene 
des Ebenenwinkels; denn die Schnittgeraden beider Ebenen mit einer zu 
ihnen senkrechten Äxenebene liegen beiderseits entsprechend. 

b) Wenn eine Ebene parallel sur Axe ist, so ist die gegengesetste 
Ebene parallel m ihr in gleichem Abstand, da die Ebenen als Erzeug- 
nisse gegengesetzter, also paralleler Greraden betrachtet werden können. 

8, Eine mir Axe windschiefe Gerade hat als gegengesetste Gerade 
eine ebensolche mit gemeinsamem Kreamingspankt cmf der Axe imd 
gleichefin Abstand; beide Geraden schneiden eme swr Axe ser^&Me 
Ebene in gegengeset^ten Funkten und bilden mit diesen Ebenen gleiche 
Winkel mit gegengerichtet paraUelen Grundrissen. 

Es ergiebt sich dies aus der gegengesetzten Lage der Grundrisse, 



§ 9. Cylinder, Kegel und Kugel als Flächen mit emer Mittellinie. 

1. Bei einer vollen Drehung einer ebenen Linie um eine Gerade 
in. der Ebene als Axe beschreibt die Linie eint Umdiehunge oder 
Rotationsfläche Tedei Punkt Olli Linie beschreibt einen Kreis, 
dessen Ebene senkiecht zui Axe und de&sen Mittelpunkt in der Axe 
liegt (S. 7, bl) 

Eine Umdrehungsfiathe nvid ton jeder mr Axe senkrechten Ebene 
in einem Kteis geschmtien, desben Mütel$unkt m de> Axe hegt 
Gebiaufh der SchiLlone auf der Töpferscheibe 

3. Eme zur Axe parallele Geride 
beschreibt bei der vollen Drehung einen 
TJmdrehungs oder Eotationscylm 
der (Fig. 2-i] Dieser entsteht auch, 
indem eine (jerade (^Ei zeugende) senk 
recht zur Ebene eines Ivreiifes an dessen 
Umfang hmgeleitet Et> eigiebt sich 
leicht: 

a) Alle Getaden auf dtm Um 
drehwjgscplwder ( Settenqeraden) sind 
parallel und haben von de> Axe den gletclten ibbland 
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Man nennt diesen Abstand den Halbmessor des Umdrehnngs- 
cylinders. 

Eine zur Äxe parallele Gerade in geringerem Abstand liegt inner- 
halb der Cylinderfläehe, eine weiter entfernte aufserhalb. Daher folgt: 

b) Eine Ebene paraUel der Axe, deren Abstand von dieser Meiner 
ist als der der Seitengeraden, schneidet die UmdreJmngseylinderfläche in 
zwei Seitengeraden. 

Denn die durch einen Schnittpunkt parallel zur Ase gezogene Gerade 
mufs sowohl der Ebene, als der Cylinder^che angehören. Ebenso folgt: 

e) -Mwe zw A:ce paraUele Ebene, deren A'bstand von der Axe gleti^ 
dem der Seitengeraden des ümdrehungscylinders ist, berührt letzteren in 
einer Seitengeraden, die der Grundrifs der Axe auf der Ebene ist. 

Alle nicht parallel der Axe gelegten Ebenen treffen die Seiten- 
geraden der Cylinderfläehe je in einem Punkt. Die Schnittlinie wird 
Ellipse genannt (vgl. S. 25, 4a). 

3. Eine die Axe schneidende Gerade beschreibt bei der Drehung um 
die Axe einen Umdrehuugs- oder Eotationskegel. Diese Kegel- 
fläche entsteht auch, indem 
eine Gferade (Erzeugende) in 
einem Punkt fest bleibt und 
dahei an einem Kreis (der sog. 
Leitlinie) hingleitet, der um 
den Grundrifs des Punktes auf 
eiuer Ebene besehrieben ist. 
Der Axenpunkt, d. i. der feste 
Punkt heifst die Spitze oder 
der Mittelpunkt der Kegel- 
fläche; jede Gerade durch sie 




Seitengerade. Beiderseits 
der Spitze liegen zwei gegen- i ^ 

gesetzte Teüe der Fläche (letz- 
tere wird deshalb auchDoppelkegi.1 genannt). Aus dei Entstehungfolgt: 

a) Alle Seitengeraden eines Umdrehungshegels bildm mit der Axe 
gleiche Winkel. 

Eine Gerade durch die Spitze, welche einen kleineren Winkel mit 
der Ase hildet, liegt innerhalb des von der Fläche eingeschlossenen 
Raumes, eine mit gröfserem Wiakel aufserhalb. 

Von den Ebenen durch die Spitze wird diejenige, die zugleich 
durch die Axe geht, Asenschnitt genannt. Sie schneidet die Kegel- 
fläohe in zwei einander gegenüberliegenden Seitengeraden, deren 
Winkel als Winkel dos Axenschnittes bezeichnet wird. 

Eine Ebene durch die Spitze, deren Winkel mit der Axe gröfser 
ist, als der zwischen der Axe und der Seitengeraden, trifft die Kegel- 
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fläche nur in der Spitze (Fig. 27 a). Dagegen gilt für dio Ebene XSY 
(Fig. 27 b): 

b) Eine Ebene durch die Spitze, deren Winkel mit der Axe kleiner ist, 
als der der Seitengeraden, schneidet die Kegelfläcke in mcei Seitengeraden. 

Ist der Winkel der Axe und Ebene gleich dem halben Axen- 
schnittwintel (Ebene SL in Fig. 27 c), ho hat die Ebene mit der Kegel- 
fläche nur den Grundrifs der Axe auf der Ebene gemeinaani; die 
beiden Schnittgeraden sind in diesem Falle in Eine zusammengerückt. 

c) Eine Ebene durch die Spitze eines Umdrehungskegels, welche mit 
der Axe denselben Winkel bildet wie die Seitengerade, berOhrt die Kegel- 
fläche längs einer Seitengeraden, dem Orundrifs der Axe <mf der Ebene. 

Eine solche Ebene heilst Beröhrungs- oder Tangentialebene 
der Kegelfläche. Alle Geraden dieser Ebene, die die genannte Seiteu- 
gerade schneiden, berühren die Kegelfläche in ihrem Schnittpunkt. 

4. Wenn ein Kreis und eine Berührende desselben um einen 
Durchmesser sich dreht, so besehreibt der Kreis eine Kugel-, die Be- 
rührende eine Kegelfläche, deren Spitze in dem Schnittpunkt der 
Berührenden mit der Verlängerung des Durehmessers liegt und deren 
Seitengeraden die Kugelfläche berühren, so dafs die Kegelflache mit 
der Kugelfläche nur den vom Berührungspunkt beschriebenen Kreia 
gemeinsam hat. Man erhält so eine die Kugel berührende Kegel- 
flache (Fig. 25). 

Ist eine Kugel und ein Punkt jS auTser ihr gegeben, so läTst 
sieh durch den Punkt immer eine Berührende ziehen und durch 
Umdrehung um die Verbindungsgerade des 
Punktes mit dem Mittelpunkt erhält man die 
Gesamtheit aller Berührenden von dem Punkt 
an die Kugel, d. h.: 

a) Alle Smikrenden von einem Punkt 
an eine Kugel bilden einen Umdrehungskegel, --= - 
welcher jenen Punkt als Spitze hat und die Kugel in einer Kreislinie 
berührt, deren Ebene senkrecht m,r Mittellinie nach dem Punkte ist. 

Daraus folgt weiter: 

b) Alle Sirecken der Berührenden von einem Punkt a/n eine Kugel 
sind einander gleich. 

Es ergiebt sich dies auch aus dem leicht durch Sehnittkreise 
nachweisbaren Satz (11 § 10, 4): 

c) Für alle Strahlen (mes Punktes nach einer Kugel ist das Pro- 
dukt der beiden Strahlsirecken eines Strahles das gleiche und zwar, 
wenn der Punkt innerhalb liegt, gleich dem Quadrat des Haumessers 
des zimn Ewrchmesser des Punktes senkrecht gelegten Schnitfkreises, da- 
gegen wemt der Punkt aufserhalb liegt, gleich dem Quadrat der Be- 
rührenden des Ptmktes an die Kugel. 

Dies Produkt heifst Potenz des Punktes in Bezug auf die Kugel. 
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5. Wenn eine Kreiaberülirende demjenigen Durohmesser parallel 
ist, um welchen die Umdrehung des Kreises und der Berührenden 
stattfindet, so beschreibt letztere eine die Kugel in einem Hauptkreis 
berührende Cylinderfläche (Fig. 26). 

Alle paraUelm Bevükremlen einer Ktigel bilden einen Umdrehungs- 
cylinder, dessen Äxe der su den Berührenden paraUele Dwrchmesser ist 
und der die Kugel in einem gröfsten, sur Berührenden senkrechten 
"Kreise i?eriihrt. 

6. Wemi zwei Kreise um ihre gemeinsame iS^A-^^ -^ 

Mittellinie sich drehen, so entstehen zwei Kugeln. Q tl I j I 

Für diese ergiebt sich aus I § 30: v^äfestess^;^^ 

a) Zwd Kugeln schneiden änander in einem mir mg. ae, 
genmnsamen MiUeUinie senkrechten SchniÜhreis, wenn 

ihr Mülelpimktsabstand Meiner als die Summe und gröfser als der 
Unterschied ihrer Raibmesser ist. 

b) Zwei Kugeln berühren einamder in einem Pimkt ihrer genmn- 
samen Mittellinie, wenn Sw MittelpunMsabstand gleich der Summe der 
Halbmesser (bei misschliefsender BeräJirvng) oder gUich deren Unter- 
schied (bei einscfäiefsender BerOhrung). 

§ 10 Kef,elschii tte 'm Vmd ehi ke 1 

1 T d ht dur h 1 Sp t I t El ha 1 t e Kegel- 

flä h m m kni m Lmi 1 li I g 1 h tt nnt, und 

ar k m dl \it ters h d 1| D B> tnffi iie Seiten- 

1 m td '^pt d hftd Kglhntt Ellipse 

(F 7 ) D ur A kr ht Kr 1 tt t h derer i'all 

1 ) D Eb t paiall 1 m ^ t g d (F g 7e); alle 

1 S t g i dl I Eb g t fl M Igt dann 

dml^lhtt hl dlht P mit er heilst 

P 1> 1 ^J D El t p 11 1 w S t g d (Eg. 27b); 

tffthl Ibd Tilllglfläl mdmaU'l tengeradea 

iT d b d t tw 1 t i d t der Spitze 

gtffwi H <^ d Kfcllitt hl wei un- 

U i f Pmkt h iTt Hyi 1 1 

In 1 dl F-ai td Wklwih d Shntt bene und 

AiEh h r glhkl IdWklwi. dien der 

St d d i 

Die Ebeae, die durcb die Kegelaxe senkrecht zur Kegelschnittebene 
gelegt ist, bestimmt in dieser die Aso BS^ des Kegelschnittes. 

3, Legen wir im, Fall des Hyperbelschnittes durch die Spitze S eine 
Ebene XSX (Fig. 27 b) parallel der Scknittebene, uad in den Seitea- 
geraden SX und SY, in welchen der Kegel von dieser Ebene geschnitten 
wird, die berührenden Ebenen an die Kegelfläche, so sehneiden diese die 
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Hyperbelebene in zwei Geraden X^M \\ SX und Y^M || SY. Wo nim aucli 
der Puakt Pj auf der Hyperbel angenommen wird, so trifft die zu BSj^ Senk- 
rechte 0, P, die Gerade X. M in einem Punkt X, , voa dem aus die Strecke 




XjX nach dem Beriihrungspiml-.t X dt-s zu^feliongen Kegelkrfise'i stpts. 
dieselbe GrÖfse hat, da diese Sirpcktin stets Parallelstrecten zwisi'hpn 
Parallelen sind. Schneidet die deiade O^F^ den Kegelkreis noch lu P_^, 
so ist Xj^P,- :^Pa= X,X^ eine unveiändei liehe Gröfse f«r alle sokhe 

Punkte P, : es mufs dahei X P, ^ ^— — ' um so klpuier weiden, ie weitei 

^ ^ ^ .\ P, 

der Punkt Pj Ton dei bpitze iS' odei vom Punkte M hmausmckt, da dei 
Nenner dieses Bruches dann stets giöfsei wird, dasselbe gilt für Y^P^ 
Die Hyperbel nähert Bii,h dahei mehr und mehr den Geraden MX^ und Jf Ti, 
ohne sie je zu erreichen Man nennt diese Geiaden die Asymptoten dei 
Hyperbel; sie sind als die Beruhienden in den unendlich feinen Punktnn der 
Hyperbel aufzufassen. Dafs die Asymptoten diuch den Mittelpunkt M der Axe 
BBj gehen, ergiebt sif h daraus, dafs zu Si, und bN^ der btiahl von W nach 
dem Sctnittpunkt der Berührenden XX^, YY^ und der Strahl nach der Mitte 
der Seime XY harmonisch augeordnet sind (H, § 19, 3a, 2b, § 17, 3b)- 

3. Zieten wir durch awei Punkte P und P^ des Kegelschnittes die 
Senkrechten PO^ A^i ^"^"^ -^^^ -^^n ^'^ lassen sich durch diese Senk- 
rechten noch Ebenen senkrecht zur Kegelaxe legen. Diese Ebenen schneiden 
den Kegel in Kreisen, in welchen die der Asenebeue SSB^ angehörigen 
Durchmesser LN' und Lj^I^^ ebenfalls senkrecht zu PO und P^Oj sind. 
Es folgt hieraus, dafs in der EUipse und Hyperbel 

PÖ' ^ LÖ -ON ~B^ BO 

dagegen in der Parabel ^ = ■ - - , da hier LO ^ L.O,. 
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In einer Ellipse oder Hyperbel verhalten sich die Quadrate zweier zur 
Axe senkrechten Halbsehnm, wie die Produkte der zugehörigen Abscimitie der 
Axe, m einer Parabel wie die zugehörigen Abscknilte der Axe. 

4. a) In der Ellipse ist JBBj= 2a die grolae Are und die zu 
ihr Senkrechte im Mittelpunkt ^26 die Weine Axe. Läfst man O^P^ 
mit & zusammenfallen, so wird Oj^P^^^b, JSj Oj = O^B = a; wird dann 
noch OP ^ y und der Abstand dieser Geraden vom Mittelpunkt ^ x 
gesetzt, so ist ^ = ■ " ■■ '" ^ — — = - — ~ oder ^ + "^ = 1- ^^^^ i^* 
die Gleiehung der Ellipse. — i'ür einen Cylindersohnitt ergielit sioli 
auf gleich.e Weise dieselbe Gleichung. 

b) Haben in der Hyperbel a, x, y, a;j, y^ dieselbe Bedeutung, wie 
angegeben, so folgt: 

j/' Vi" y \yJ \yJ 

Rückt Oj^Pj unmefsbar weit hinaus, so nähert sich die Strecke O^Pj^ der 
in der Asymptoten begrenzten O^X^ und das Verhältnis — dem Verhältnis 
Q- ji - = -T- 1 wenn & die in B auf der Axe errichtete und in der Asymptote be- 
grenzte Senkrechte ist. Zugleich wird — mit wachsendem y^ verschwindend klein, 
so dafs ^—5 — =^T!) "^ — fs ^^ 1- Di^^ ist die Hyperbelgleichnng. 
e) Ist in der Parabel OP = y, OB = x, so ist ^ = ^ =j), d.i. 

eine unveränderliche GrÖIse, also y^=^px. Dies ist die Parabelgleiohung. 
Die analytische Geometrie leitet aus diesen Gleichungen der Kegel- 
schnitte alle Eigenschaften der Linien ab. 

6. In einen IJmdrehungskegel {oder Umdrehungscylinder) lassen sich, 
wie aus § 9, 4 und 6 folgt, unbegrenzt viele berührende Kugeln legen, 
dereo Mittelpunkte auf der Ase liegen. Soll aber auch noch irgend eine 
(nicht durch die Spitze der Kegelfläehe gehende) Ebene von der Kugel in 
einem Punkt berührt werden, so erfüllen nur zwei Kugeln die gestellten 
Bedingungen. Itiese Kugeln werden erhalten (Fig. 28), indem man die beiden 
Kreise zeichnet, welche in dem zm* gegebenen Ebene senkrechten Asen- 
schnitt die Seitengeraden der ümdrehungsfläche und die Schnitfcgerade der 
gegebenen Ebene berühren, und dann diese Kreise um die Axe sich drehen 
läfst. Der Berührungspunkt zwischen dem Kreis und dieser Schnittgeraden 
ist dann auch Berührungspunkt zwischen der Kugel und der Ebene, da 
alle andern Punkte der Ebene weiter als er vom Mittelpunkt des Kreises 
entfernt sind. 

Dieser Berührungspunkt F wird ein Brennpunkt des Kegelschnittes 
der Ebene genannt. Die Halbmesser der Kugeln nach, beiden Brenn- 
punkten F und F^ sind parallel, da sie auf derselben Ebene senkrecht 
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steilen dihei „elit 1er Stiahl SF auch durch den andern Grenzpunkt 
des iun,h F iDc'itimmfcen Kreiädm hmessers (II § 13, ib). 

Beachten wu m den drei Fällen den Abstand des Strailpunktes S 
^ JB. 1er Ebene BPB^ sj ergieht wc!i 

Set &d atttn einei i on u ein PiinU aus hestrMten Kvgel auf etntr Be 
ruhttmgsebme ist etne Ellipse BarabeJ odft Hyperbel wenn dm Abstand 
des Strählpunkfea ton der Ebene gtöfser, ebenso grofs oder Memer als der 
Butchmesser der Kugel tst Der Btiiihtvngspunkt t t der eine Siennpunkt 
dej andeie BrennpunM tst Üer Sei atttnpunkl de-f dem Bauhiu-njspvnll 
qegengesfUien Punktes der Kugel 




6. Der Abstand emes Pimktes P des Kpgelsohiiittes von einem Bienn 
punkt, der Fahistialil FP de Punktos P ist t,leich dei fetiei^ke PA 
der Seitengeladen der Kegelfiduhe von demselben Punkt b s 7u ihrem Be 
rührungspnnkt A auf der Kugel [^ 22 i\>) Bei dei Ellipse ist daher die 
Summe der beiden Strecken von. dem Punkt P narh den beiden Brenn 
punkten J' und i^j also PF -\- PF-i= A 4^ d i gleiüi dei Seitenstiecke 
von dem Beiuhrungspunkt der emen Kugel bis zu dem dei andern D ese 
ist aber nach Teil I § 35, Zus 3 glei h dei durch die Biennpunkte 
gehenden Sehne PB-^, \ h gleich dei Hiuptaxe dei Ellipse 

Bei dei Hypeibel liegen die berührenden Kugeln beiderseits dei 
Spitze, so dafs hiei dei TJnteiscbied dei beiden Fatrstiahlen eines Punktes 
PF — I'F■^ :;len,h dei Seitenstiecke AA^ zwischen beiden Ben^hrun^s 
kreisen der Kugeln und der Kegelfiache ist 

In der Ellipse ist die Summe m det Hypeibel det Unterschied de} 
FahrstraMen ton den BtennpunMen nadt einem Punkt des Kegeliümtftes 
imveränderUch numlich gleich dei Axe demselben 
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Dafs beide Brennpunkte von den sogen. Sckeiteln B und 5^, den 
Grenzpunkten der Ase, gleichweit entfernt sind, folgt aus Teil I § 35, Zus. 2. 
Sind von einem Eegelschniit die Ave und die Bretmpmikte gegeien, 
so sind hiernach leicht Pu/iikte desselben sü finden. Ist 2a die Länge der 
Axe, so giebt es zu den Fahrstrahlstrecken f und (2a-\-f) stets vier 
Punkte, KU welchen die Hauptaae und deren Mittels enkreehte Mittellinien 
sind und üir Schnittpunkt Mittelpunkt ist. 

Gärtnerische Ausführung einer Ellipse mittele einer Schnur, deren Enden 
in zwei PiUhlen befestigt sind, während der die Linie besehreibende Stift sie 
t erhält. 



7, Zu der Axenebene durch den Brennpunkt F ist die Ebene des 
Kegelschnittes senkrecht und ebenso die Ebene des Berührungskreises 
zwischen Kugel- und Kegelfläche; daher ist die Sotnittgerade KL beider 
senkrechten Ebenen auch auf der Axenebene sankrecht. Diese Schnitt- 
gerade wird Leitgerade des Kegelschnittes genannt; zu jedem Brenn- 
punkt gehört eiae Leitgerade. 

Die vom Brennpunkt F zu seiner Leitgeraden senkrecht gezogene 
Gerade sei FK-, die Parallele zu FK durch die Spitze S der Kegelfläcte 
treffe die Ebene des Berührungskreises in V. Zieht man noch die Senk- 
rechte PL von einem Punkt P des Kegelschnittes zu der Leitgeraden, so 
ist PL \\ FK il S r, daher PA: PL = SA: SV oder 
PF: PL = SA: SV. 

Kun ist das Verhältnis SA : SV dasselbe, wo auch der Punkt P liegt 
(S. 22 4b), und zwar ist bei der EUipse SA < SV, indem V außerhalb 
der Fläche des Berührungskreises liegt (§ 5, Ic), bei der Hyperbel &'j1>SV, 
da V innerhalb der Kreisfläche liegt, bei der Parabel SA =^ SV, da SV 
eine Seitengerade des Kegels ist. In den ersten beiden Fällen ergiebt 
sich, wenn noch -B F || VK gezogen wird : 

SA:SV = SX:SV= B' X : S'K = B' Y : B'li , 

wobei nun S'Y = B'X^^BZ^B'F + BF=FF'. 
Ist c der Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkt der Kugel, die sog. 
lineare Excentricität, und ist a die halbe Axe, so folgt 
PF: PL = FF':£B' = 2c:2« = c:ffl = e, 

welches Verhältnis als (zahlenmSfsige) Excentricität benannt wird. 

In jedem Kegelschniä ist das YerkäUms der Abstände eines Punktes 
von dem Brem^wnkt imä dessen L^tgeratlen imv^/mderUch, nämUeh gleieh 
der Excentricität e des Eegelscimittes. Es ist e <il in der EUipse, e> 1 
im der Hierbei, e = 1 in der Parabel. 

Wenn von einer Parabel der BrewnpmM und die LeUgerade gegeben 
sind, so Jcönnen Meraach leicht Punkte des Kegelschnittes erhalten werden, 
die von dem Punkt und der Geraden den gleichen Abstand haben. Bei der 
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Ellipse Tind Hyperbel muTs noch aufserdem das Verhältnis c : a ge- 
geben sein. 

8. Halbiert man in der Hyperbel den Winkel der beiden Fakratrahlen 
eines Punktes P, in der Ellipse deren Nebenwinkel, in der Parabel den 
Winkel des Fahrstralils mit der Senkrechten ixa Leitgeraden, und bestimmt 
man au dieser Winkelhalbierenden als Mittellinie den Punkt F^, der ander- 
seits F entspricht, so ist für irgend einen andern Punkt L der Winkel- 
halbierenden LF^ = LF, während ia der Hyperbel und Ellipse F^F^ 
gleich der Hauptase 2a und iJ', — LF^<.F^F^ oder LFj^-\~ LF^^F^F^; 
in der Parabel liegt F^ auf der Leitgoraden und es ist LF^ > LM^ wenn 
M der Fufspunkt der Senkrechten von L zur Leitgeraden ist. Daraus 




folgt, dafs der Punkt L nicht dem Kegelschnitt augehören kann, da dies 
dem Satze 6 (oder 7) -widersprechen würde. Die Winkelhalbierende hat 
also mit dem Kegelschnitt nur den Punkt P gemeinsam; sie ist Berührende 
an lim Wenn wir in der Parabel auch die Senkrechte zur Leitgeraden 
Eahistraid nennen, so gilt für alle Kegelschnitte der Satz: 

Jhe Fahrstrahlen dnes Punktes in einem Kegelschnitt bilden mit dessen 
Betühicnder gleiche Wmkel. 

Die von einem Brennpunkt auegelienden Strahlen des Schalles, des 
Lichtes, der Wärme oder der Elektrizität werden an der Parabel parallel der 
Aie zurückgeworfen, au der Ellipse nach dem andern Brennpunkt, an der 
Hyperbel so, als kämen sie von dem andern Brennpunkt. 

9. Hiernach ist die Ber0i,rende eines PunMes auf dem Kegelschnitt 
mt besUmmen, wetm die Bremn^wikte (Leitgeraden) gegeben mtd. — Ist 
von einem Punkt L aufserhalb des Kegelschnittes die Berührende zu ziehen, 
so erhüJt man zunächst den Punkt F^ dirrch die Kreisbögen ans L mit dem 
Halbmesser LF und aus F^ mit dem Halbmesser 2 a (mittels der Leit- 
geraden bei der Parabel); es ergeben sieh so zwei Berührende durch L. — 
Ist eine Berührende parallel m einer Geraden su zeichnen, so tritt an die 
Stelle des ersten Kreisbogens die Senkrechte von F zu der Geraden. 
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C. Gebilde mit einer Mittelebene. 
§ 11. Beiderseits gleiche Lage zu einer Ebene. 
1. Den Figuren, die in einer Ebene beiderseits gleich liegen in 
Bezug auf eine ihrer Geraden als Äxe, entspricht die Lage der Ge- 
bilde des allseitig ausgedehnten Raumes beiderseits einer Mittel- 
ebene oder Symmetrieebene (Spiegelebene). Zwei Gebilde liegen 
beiderseits gleich oder symmeirisdi, (A) su einer Ebene (Mitielebem), 
wenn iJire Punkte paarweise je auf einer Senkrechten der Ebene in 
gleichem Äbstcmd von ihr liegen. Zwei solche Gebilde vereinigen sich 
zu einem in sich beiderseits gleichen oder symmetrischen 
Gebilde. 

Das Bild eines Gegenstandes in einem ebenen Spiegel erecbeint in demselben 
Abstand hinter dem Spiegel, wie der Gegenstand vor ibm. Eine Mittelebene 
besitzen der menschlicbe Körper und zabllose Kunsterzeugnisse. 

Die Mittdäime su swei Pun^cten ist die in der Mitte ihrer Sirecke 
senkreckt errichtete Ebene; diese Ebene ist der Ort dller MiiMsen^reckten 
zu beiden Punkten wnd der Ort aller Punkte, die von dem einen Punkt 
ebenso weit m^emt sind, als von dem andern. 

3. Alle Senkrechten, die von den Punkten einer Geraden auf 
die Mittelebene gefällt werden, gehören der Ebene an, die durch die 
Gerade senkrecht zur Mittelebene gelegt wird (S. 8, ad); auf dieser 
Ebene liegt andrerseits die entsprechende Gerade der Art, dafs die 
Umwendung um die Schnittgerade beider Ebenen die eine Gerade mit 
der andern zur Deckung bringt (I § 15 — 19). 

a) Beiderseits gleicfüiegende Geraden liegen auf einer istir Mittel- 
ebene senkrechten Ebene, schneiden eimmder auf der Mittelebene umd 
diese halbiert ihren Winkel senkrecht gu ihrer Eherne. Die Mittelebene 
ist der Ort aUer Sirahlen, die Mit beiden Geraden gleiche Winkel bilden. 

Das letztere ergiebt sich als TJmkehrung von S. 12, 4 a. 
Alle Strahlen eines Punktes werden von dem Spiegel so znrücfcgeworfei», 
als kämen sie von dem andrerseits gleichliegendeu Punkt. Der einfallende 
und der zurückgeworfene Strahl machen denselben Winkel mit der Spiegelebene. 

b) Beiderseits gleichliegende Geraden sind paraMel, wenn eine von 
ihnen parallel der Mittelebene ist; die Mittelebene geht durch ihre Mittel- 
parallele und steht auf ihrer Ebene senkrecht. 

c) Irgend eine Figur einer sur Mittelebene senkrechten Ebene wird 
mit der ihr OMärersdts entsprechenden su/r Deckimg gebracht dm-ch die 
JJmwendimg um die SchniUgeraden beider Ebenen. 

3. Verbindet man zwei beideraeita gleichliegende Punkte Ä 
und A^ mit einem Punkt der Mittelebene, so erhält man zwei ent- 
sprechende Geraden. Legt man durch beide Punkte A und A-^ je 
eine Ebene « und % nach eiaer Geraden s der Mittelebene o, so 
können beide Ebenen als Erzeugnisse der Drehung je einer Geraden 
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II, Kap, Gegengesetate Lage und Umdrehungs flächen. 




Ebenen 



um den Punkt A oder A^ längs der Geraden fl als Leitgeraden i 
gefafst werden; daher entsprechen einander heide Ebenen (2 a). 

Eine zu s senkrechte Ebene v ergieht als Schnittgerade in 
Mittelefoene die Gferade n und in den Ebenen k und 
«^ die entsprechenden Geraden a und a^ (2 a); es ist 
somit -^an ^ na^. Da die Geraden a, n, a^ senk- 
recht au 5 sind, so bestimmen sie die Winkel der 
Ebenen ^ae = 6«^. 

a) Die Mittekbene halbiert die Wmkel sweier 
beiderseits gleichliegenden Ebenen. 

b) Die Ebenen, welche die beiden Winkel zweier 
Ebenen halbieren, sind der Ort aller Pmikte, die von 
denselben Abstcmd haben; 

denn jeder Punkt Yon n (J_ s in v) ist von a und a^ gleichweit 
entfernt (I § 19, 3 a) und seine Abstände Ton a und % sind zugleicli 
die von a und «,, da die Ebene v, in der sie liegen, senkrecht zu 
beiden Ebenen ist (S. 8, 9d). 

Insbesondere ergiebt sich für den FaU, daTs die Schnittgerade 
einer Ebene mit der Mittelebene in immefsbar grofse Entfernung 
hinausriickt: 

c) Ist eine Ebene parallel der Mittelebene, so ist es auch die andrer- 
seits entdeckende mtd zwa/r in gleichem Abstand; die Miitdebene ist 
ihre MiUelparallelebene (8. 5, 4 b). 

4. Zwei beiderseits entsprechende Ebenen werden ron einer zur 
Mittelebene aenkrecliten Ebene in entsprechenden Geraden geschnitten. 
Diese beide Geraden und die 
Schnittgerade jener Ebenen 
bestimmen ein gleichsch en- 
keliges Dreikant (2 a) und 
auf der Kugel um den 
Scheitel ein gleiehschen- 
keliges Kugeldreieck (S. 18, 5). 
Der Bjgen s der Mittelebfne 
in emem solchen Dreieck kann auf vier Arten bestimmt werden 

In einem glucffuhenl ehgpn Kitgeldt lecl fallen auf einander det 
Bogen, 




det den Wtnl.d an dei 
Spitze halbiert 

b) der lon dei '■spitze "äewÄ.- 
recht sm Grundseite geht (die Hohe 
des Dreiecks) 

5. Da gleichliegende Strecken durch die TJmwendung 
Schnittgerade ihrer Ebene mit der Mitteiebene zur Deckung kommen 
(2 c), so folgt: 



a) der die Orundseite senl 
recht haJbiot, 

b) der die Spiize mit der 
Mute der Grmzdseite tetbindef 

die 
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a) Beiderseits gleichliegende Strecken sind einander gleich, 
a/uch solche Dreiecke, Winkel von Geraden, Vielecke und ■ 
ebene Figuren. 

Sie kommen zur Deckmig durch eine Drehung um die Schnitt- 
gerade ihrer Ebene mit der Mittelebene. 

Im Ansehlufa hieran ist noch zu erweisen: 

b) Der Winkel zweier HaXbeheiten ist gleich dem der andrerseits 
entsprechenden Salbebenen. 

Sind cc und «^ imd ß und ß^ solclie Ebenen, so entsprechen sieh 
auch deren Schnittgeraden aß und t%ß^ 
und legt man durch gleiohhegende , 
Punkte P und 1*^ dieser Schnittgeraden 
die zu ihnen senkrechten Ehenen • 
und Vi, so entspricht (nach a) der zi 
aß Senkrechten «v in a die zu 
Senkrechte KjV^ in Kj; ebenso liegt ßv 
gegenseits der Senkrechten ß^Vj^; daher 

bilden (nach a) auch diese Geraden gleiche Winkel und diese sind 
die Ebenenwinkel. 

6. Es ist ersichtlich, dass in einem gleichschenkeligen Dreikant 
(Fig. 31) die gegenseits liegenden Teile gegenwendig gleich sind 
(S. 14, 3). Ebenso bilden (Fig.33) zwei gegenseits gleichliegende Geraden c 






und Cj mit zwei Geraden a und b der Mittelebene y zwei entsprechende 
Dreikante abc und «ib^Cj, die gegenwendig gleich sind. Überhaupt 
entspricht einem Dreiflach «ßy (Fig. 34) andrerseits der Mittelebene ein 
gegenwendig gleiches a^ßiyi- Da im Übrigen alle Strecken, Winkel 
Ton Geraden und Ebenen beiderseits übereinstimmen, so folgt: 

Zwei gegenseits einer Mittelebene gldddiegende Gebilde sind gegen- 
] gleich. 



§ 12. Beziftlrnngen zwischen den Gebilden gegengesetzter Lage zu 
Pnnkt, Gerade oder Ehene. 
1. Liegen zwei Gebilde gegengesetzt zu einem Punkt, wie z. B. 
Dreikaut aßy und Ki^i^i (Fig. 16, S. 15), \mä läfst man das eine der- 
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selben um einen Strahl m des Mittelpunkts eine halbe Drehung aus- 
führen, so dreht sich die zur Axe senkrechte Ebene y in sich seihst 
um, während irgend ein Strahl «^^5^ eines Punktes mit seiner Axen- 
ebene m (cc^ßi) umgewendet wird, so dass dann die Strahlen k^^j und 
aß auf gleicher Seite Ton m in der zu y senkrechten Asenebene 
liegen; da sie mit der Ase )m gleiche Winkel bilden und somit auch 
mit der Ebene y, so liegen nun heide Strahlen beiderseits gleich zu 
der Ebene y und ebenso irgend ein Punkt des einen Strahls und sein 
Gegenpunkt infolge der gleichen Abstände vom Mittelpunkt, Da dies 
für alle gegengesetzte Punkte der ursprünglichen Lage gilt, so folgt: 

a) Wendet mcm eines von zwei sm einem MiUdpwiM gegengesetsten 
Gebilden mn eine Axe, die durch den Miüelputüit geht, um, so wird 
die m diesem Punkt ewr Axe senkrechie Ebene MiUelebene für die neue 
Lage der G^ilde. 

Durch TJmkehnmg der Bewegung ergiebt sich ebenso: 

b) Wendet nian eines von swd su einer Mittelebene gleichliegenden 
GehUden wm eine m dieser Ebene senkrechte Axe vm, so wird der 
Schnit^nkt der Axe und Ebene der Mittelpunkt für die neue Lage 
der Gätüde. 

S. In einem TJmdrehungsfcegei kann die Spitze als Mittelpunkt 
des Doppelkegels gelten. In einem ümdrehungscylinder ist jeder 
Punkt der Axe Mittelpunkt der Fläche; denn jeder Strahl eines 
solchen Punktes trifft die Fläche in zwei Punkten gleichen Abstandes 
von dem Asenpunkt. 

3. In jeder Umdrehungsfläche ist jede Axenebene Mittelebene 
(I §27, äh). 

In einem Umdr eh nngsey linder ist jede zur Axe senkrechte Ebene 
Mittelebene. 

In einer Kugel ist jeder Durehmesser Axe, jede Ebene durch 
den Mittelpunkt Mittelebene. 

Irgend zwei deckuugafähige Umdrehungs flächen mit je einem 
Mittelpunkt liegen gegengesetzt zu einem Punkt oder einer Ebene, 
wenn ihre Axen und Mittelpunkte so liegen. 



Drittes Kapitel. 

Beziehungen der Kanten- und Ebenen winkel im Dreikant und 
Kugeldreieck. 

§ 13. Wiukel im Dreikant buiI ii-kaiit. 

1. Fällt man in dem Dreikant, dessen Seheitel und Kanten 
a, b; c sind, von einem Punkt B der Kante h zu den Geraden a, c 
und zu der Ebene ac die Senkrechten BA, BC und BF und ist 
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■^ Öd > hc, SO ist in den rechtwinkeligen Dreiecken OBA und OBC 
auch AB > BG {AB = OB sin ab, BO = OB sin 6c), 
und in den Dreiecken BAF und BGF ist 

^BAF<BCF (BmBAF=BF:AB, smBGF ^ BF-.BC). 
Diese Winkel sind aber die Ebenenwinkel des Dreikants. So folgt: 




a) In einem Dreikant liegt dem gröfserpn KnntenmnkeJ der gröfsere 
F^enmimvikd gegenüber — und umgekehrt. Oder 

b) In einem Kugeldr^eck liegt der grofseren Seite auch der gfofsere 
Winkel gegenüber — und umgekehrt. 

2. Wie sieb an das Dreieck das «eck ansthliefst, so an das 
DreikMit das w-kant oder die w-kantige Ecke Sie entsteht, indem 
ein Halbstrabi eines Punktes S in diesem fest bleibt, während er auf 
einem Vieleck ABCDE hingleitet, dessen Ebene nicht durch den 
Punkt gebt. 

An den Eckend, B, 6', ... des «eeks bddet die Ebene desselben 
mit zwei Ebenen des »kants ein Dreikant, dessen einei Kanten- 
winkel ffi^ jeweils dem «eck angehört; für die 
Summe ß^ der beiden andern gilt daher ß^ > ttj 
(S. 18, 6). Die Summe der Winkel des Kecks be- 
tr^ (2n — 4)iä; daher ist die Summe U aller 
dem Vieleck nicht angehörigen Winkel dieser 
Dreikante U>(2n-~ 4) E. Die Summe £ bildet 
aber mit der Summe S aller Kantenwinke] des 
wkants die Winkel von n Dieieeken, so dafs 
S -[- 2;= 2j(JR, woraus duich Abzahlen derZ'>(2)i- 
S<4R, d.h.: 

Die Summe der Kantenntiikpl einet jeden Ecke ist Uemer als 4R. 

3. PäUt mau von emem Punkt innerhalb eines wkants die Senk- 
rechten aut die Ebenen desselben, so bestimmen diese Strecken als 




-4)11 folgt: 
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Xanten ein neues wkant, welches Polarecke zu der ersteren Ecke 
genannt wird. Aus S. 9, lO folgt: 




a) Jeder Ebmenwinkd einer Ecke ergänzt 
Kantmmnkd der Folarecke su SR. 

Da (nach S. 8, 9 b) auch die Kante zweier Ebenen der ursprüng- 
lichen Ecke senkrecht zur Ebene zweier entaprechenden Kauten der 
Polarecke, so ist auch die ursprünghehe Ecke Poiarecke ihrer Polar- 
ecke und 

b) Jeäer Kcmtemvmkel einer Ecke ergänst den entsprechenden 
Ebmetmmkel der Pola/recke zu 3JR. 

Ist ff die Summe der n Ebenenwiukel der Ecke, s^ die der Kanten- 
winkel der Polarecke, so ist e + s^ = 2nB, 6 < 2m-R; 

aber: s^ < 4B, 0>{2n — i)B, d.h.: 

c1 Die Swnme der Ebenenmt^el einer n-ÄatÄ^e» Ecke ist Meiner 
als 3nlt und grÖfser als (2n — 4) B. 

Insbesondere gilt fttr k ^ 3: 

d) Die Summe der Ebenenwmkel eines Dreihards oder die Wit^el- 
summe eines Kugeldreiecks ist Meiner als 6R und grSfser als SB. 



§ 14. Deekungsfähigkeit der Dreikante und Kugeldreiecke. 

1. Wenn zwei Dreikante 0(^50), 0^{Ä^BiC;, 
sind, so stimmen ihre drei Kantenwinkel und ihre drei Ebenenwinkel 




in der Grrofse übereiu und sie erscheinen, von entsprechenden Punkten 
aus betrachtet, gleicliwendig. Sind sie gegenwendig, so sind die 
Dreikante nicht deckungsfähig, können aber i . . — 

auf einen Punkt oder eine Ebene gelegt werden. 
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Den deckungsf äliigen Ecken entsprechen auf Kugeln, welche um 
deren Scheitel und 0^ mit gleichen Halhmessern heschriehen werden, 
deckungsfähige Kugeldreieeke ABC, A^B^C^, in denen die Seitön 
a = a^f h ^\, c ^ Cj und die Gegenwinkel -^ jl = A^, -^B = J?^, 

Indem von den sechs Gleichungen drei als Annahmen heraus- 
gegriffen werden, ergeben sich die den Sätzen über die Deckungs- 
fähigkeit ebener Dreiecke entsprechenden Satze, nUmhch: 

2. Zwei Breikante oder Kugddreiedrs glekher Kugeln sind äechmgs- 
fäJdg, wemi folgende Stücke der emm Figur gleich und (von entsprechenden 
Punhten aus gesehen) gleichwendig sind den entsprechenden Stücken der 
andern, {wobei wir die Kantenwinkel kurz als Seiten, die Ehenen- 
winkel ab Winkel bezeichnen): 

a) zwei Seiten und der einge- 1 a!) swei Winkel und die gemein- 
schlossene Winkel; same Seite; 

b) die drei Seiten; \ b') die drei Winlcd; 

In den folgenden Beweisen dieser Sätze ist die gleichwendige 
Lage der Elemente vorausgesetzt. 

■ ~ " ■ - ^ - ^,^ Essei-^fl=«i, -^(5 = (5j, 

^y^Yi- ■'^"^ bringt den Scheitel 
Ol auf 0, die Kante O^B^ auf OB 
und die Ebene O^B^C^ auf OSC; 
so folgt aus ^ ffl = «1, dafa O^C^ 
auf OC fällt, und aus den beiden 
andern Annahmen, dafs Ebene 
O^B^A, auf OBA, Ebene O^C^A, 
auf OCA fällt. 

b") Es sei-^a = «i, ^ß = ß^, 
■^ 7 '^ J'i- Alsdann stimmen m 
den Poiarecken zu und 0^ die 
Kantenwinkel überein; diese Polar- 
ecken sind somit nach b) einander 
gleich; sie stimmen folglich in 
ihren Ebeuenwinkeln überein und 
sonach die Ecken und 0^ in 
den Kantenwinkohi. Daher sind 
diese Ecken nach b) deckungsfähig. 



a) Es sei -^ ß = Kj;, -^ 6 = \, 
■^c = Cj^. Man bringt den Seheitel 
0^ auf 0, die Kante 0^ A^ auf 
OA und die Ebene O^A^B^ auf 
OAB; so folgt aus -^ a = Kj, dafs 
Ebene O^A,C\ auf OAC fäUt, 
während aus -^ 6 == &^ und c = c^ 
sich ergiebt, dafs O^C^ auf OC, 
0,B, auf OB fäUt. 

b) Eb sei ^ö = «1, -^ 6 = \, 
•^c = q. Man lege 0, auf 0, 
O^A^ auf OA und Ebene O^A^B^ 
auf OAB. Würde nun O^Cj nicht 
auf OC, sondern auf OC^ fallen, 
so wäre CBC^ ein gleichschen- 
kehges Dreieck wegen der Gleich- 
heit von -^ a und a^ und ebenso 
CAC„ weil ^b = \ ist. Hier- 
nach müfsten OA und OB auf der 
Mittelebene zu COC^ liegen; AOB 
müfate diese Mittelebene sein, waa 
der Annahme widerspricht, dals 
beide Ecken gleichwendig einer- 
seits von Ebene AOB hegen. | 

Für b) ergiebt sich auch folgender Beweis: Man zeichnet für 
die beiden Dreikante, die in den Kantenwinkeln übereinstimmen, die 
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Senkrechten wie auf S, 33, 1, Fig. 35 angegeben wurde. Dann ei^iebt 
eicli, daes der Reihe nach die Fignren OÄB, OBC, AOCF, ABF 
und BGF mit den entsprechenden Figuren des zweiten Dreiliajits 
übereinstimmen, somit auch die Ebenenwinkel BAF und BCF, 
woraus die übeieinatimmting nach a) oder a) folgt. 




§ 15. Bestimmung der Lage von Punkten zn einem rechtwinkeligen 
Dreikant. Raumkoordinaten. 

1. Wie die Lage eines Punktes in der Ebene durch seine Ent- 
fernung von zwei zu einander senkrechten Geraden be.stimmt wird 
(II § 37, l), so die Lage eines 
Punktes im Raum durch seine 
EntfemuEgen von drei zu ein- 
ander senkrechten Ebenen, die 
einander somit in drei zu einander 
senkrechten Axen OX, OY, OZ 
sehneiden. Legen wir duich den 
Punkt P drei weiteie zu diesen 
Ebenen parallele Ebenen, sn er- 
geben deren Schnittkanten in 
OX = x, OY=y, 0Z=3 
die rechtwinkeligen Koordi- 
naten d. i. die Abstände des Punktes P vou den Ebenen YOZ, ZOX, 
XOY. Die drei Asenebenen teilen den Raum in acht Teile; die 
auf den Halbasen eines (des ersten) Teiles gemessenen Koordinaten 
werden positiv genommen, dagegen die auf den Gegenstrahlen 
negativ. 

Sind ^, ij, g die Winkel von OB mit den Axen und OP = r, 
so ist; 

X ^ r cos I, y ^= f cos 1], s = r cos ^, 

wobei das Zeichen des cos bestimmt, ob die betreffende Koordinate 
positiv oder negativ ist. 

IstPP,J_XOr, BB, = z, so gilt für den Grundrifs OP, von OP 

Ö2\'= x^-\- if und ÖP' = 'ÖB^'-\- BP^^ oder 
r^ = oty' -\- y^ -^ s^_, 
woraus weiter folgt: 

cos^ I + COS^ 71 -\- cos^ S ^ 1 . 

Zusatz: a) Entsprechend ergiebt sich für eine Strecke p, deren 
Grenzpunkte die Koordinaten x^, y^, ß^ und x^, j/g, z^ haben, 

9' = (^ — ^i7 + (j/s — ViT + i.h — ^i)"- 



yGoosle 



§ 16. 111. Kap, Dreikant und Kugeldreieck, 37 

b) Hieraus folgt weiter, wenn r^ und r^ die Strahlen von 
nach den Grenzpunkten Ton q und ^iViti' ^a^a^s deren Winkel mit 
den Axen sind: 

e'= V+ !/b^+ ^a'+ V+ «/i'+ V— 2{55i3:a+ »/,?/3+ Si?s) 
= »"a^+ »"i^ — ^^ä''i (cos^j coslj -\- cosjjj cos jjg -|" cos £^ COS^a) 
Ist d der Winkel zwischen r^ und r^, so ist aber auch: 

9*= r^^+ »"a^ — ^r^^j cos d, 
also schliefslich: 

COS rf = COS g^ cos §2 + cos iji cos liä + ^'^s 5i cos ^3 . 

c) Die Winkel der Geraden OP mit den drei Axeuebenen XOY, 



XOZ und YOZ ergänzen die Winkel g, »;, | j 
gilt für diese Winkel a, ß, y: 

sin^ et -\- sin^ ß -j- sin^ y ^ 
woraus auch fcdgt; 

cos^K + cos^^ + cos^7 = 



i einem Jt. Daher 



Punktes 



3. Eine a weite 

sprechend den Polarkoordinaten der Ebene (U § 37, 2), ist folgende. 
Die Lage eines Punktes B wird in 
Bezug auf einen Punkt 0, einen Halh- 
strahl OX desselben und eine Halb- 
ebene XOM des letzteren bestimmt 
durch 1) die Entfernung des Punktes B 
von 0, OB=^r, 2) den Winkel dieses 
Pahrstrahls mitder Axe, -^ XOB^c, 
und 3) den Winkel a der Ebene BOX 
mit der Ebene MOX. fi« 4o 

Ist die Ebene BÄC ± OX, so 
sind in Bezug auf OX als Z-Axe, OXM als XF-Ebene die drei 
rechtwinkeligen Koordinaten von B: OA = x, AG = y, OB = s 
Nun ist 

3T = ycosc, y ^ ABeosa, s = ABsina 

oder, da AB ^ r sine: 

X = r cosc, « ^ j- sine cos k, g = j- sine sin«. 




§ 16. Beziehnngen zwischen Seiten und Winkeln im KugeMreieck, 
(Sphärisehc Trigonometrie.) 

1. Die drei Halbstrahlen OA, OB, OC (Fig. 40) büden ein 
rechtwinkeliges Dreikant, dessen Ebenenwinkel an der Kante OC 
ein.Rist. Bringen wir die Kantenwinkel -^BOC^a ^nd -^COA^b 
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in Rechnung, so gehört jede der drei Koordinaten x, y, e zwei recht- 
winkeligen Dreiecken an; diea führt uns zu Gleichungen zwischen 
den Kanten- und Ebenenwinkeln. 

a) a^ = OA ist die Seite Ton AOB und AOG, also: 



■ = r cos c = OV cos ö = r cos a C( 
cos c =r COS a cos b. 

b) s = BC ist Seite von OBC und ABC, 
£ = / sin a = AB ■ ama = r mne s 



81U a = 






c) !/ ^ jIC ist Seite von ABC und ^lOC, also: 

y ^ r s'mc cos «^ 0(7siiib = r cos a sin fi , 

cos « ^ — -^ — — , und da cosa^— -r 

gesetzt werden kann, so ergieht sieh sehliefslich ; 

ni. »»s''=|^ 

Dem Dreikant OA, OB, 00 entspricht auf einer um gelegten 
Kugel ein rechtwinkeliges Kugeldreieck mit den Seiten a, i, c 
(Kantenwinkel) nnd den Winkeln «, ß, M (Ebenen winkel). Nennen 
wir a und h die Katheten, * die Hypotenuse des Kugtldieieuks so 
entsprechen obige Formeln dem Satze 

Im ruhtmnkeligen Kugelilreieck i t 

a) der Cosmm der Hypotenuse gleich dem Fr diili ä > < oiiinii), 
der heiden Katlieten 

h) der Sinus eines Wwlctls gleich deni Qiiottetit des Smas dir 
Gegenkathete dvarch den Smus da Hypotenme 

c) d^r Cosinus eines WmleU gletch dem Quotient dir Tongmt 
der Ankathete durch die Ta/ngens der MypotenW'e 

2. Ziehen wir in einem beliebigen Dreikant, dessen Kanten- 



winkel ^BOC==a, ^GOA^l, ^AOB = 
Punkt JS der einen Kante Senk- 
rechte sowohl anf die beiden andern 
Kanten, BA 1. OA, BC J_ 00, als 
auf die Gegenebene, BFA_AOC, 
so bestimmen die Winkel 

^BAF=K und ^BCF=y 
zwei Ebenenwinkel des Dreikants. 
Ist OB = r, so ist 

BA = r sin c, BC = r sma. 



■ sind 
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Die dritte Senbreehte SF gehört den beiden Dreiecken A'ßF und 
CBF an, woraus folgt: 

BF=^ BA siua = r sini; sin«, ßF ^ BC Bio. y =r sina smy, 
sin c ■ eiu « = sin o, - s,va.y 
oder 

sin y sin r 

In einem Sjugdäreieck ist das Verhalims der Svmis zweier Wiv^el 
gleich dem VerMltnis der Sitms der Gegenseitm. 

3. Die Strecke OC = r cos a zerfällt durch AK\FC in zwei 
Teile OK-\-KG. ~S\m]£i^KAF^B-KAO^'b, KC = AFsmh, 
0K= OAaosh, wobei J.F=J.Bcos«^r sine coea nnd OA^moac. 
Daraus folgt: r cos a ^ r cos c cos 6 -|- r sin c cos a sin h oder: 

V. CM)S a = cos ß sin & 8inc + cos & cos e. 

Dies ist die Cosinus-Formel für die Seite. 

Zusatz. Ist a>JR,m ist der Winkel von AF mit OC = (ö + 90«). 
Da J.i^ positiv zn nehmen, so ist AF^ — AB eosß= ^r sin c- cos a, 
und der zugehörige Abschnitt auf OC ist 
AF cos (b 4- 90**) ^^ — AF sin & = r sin 6 sin c cos k, wie oben. 

Ist c > iJ, so ist OA = — r cos c, und es macht OA mit OC den 
Winkel (b + 180«); daher ist der Abschnitt auf OC: 

— r cos e cos (6 -j- 180") ^ r cos b ■ cos c, wie oben, 

Ist a'^ B, so fällt der Grimdi-ifs von OB auf die Gf egenr ichtun g 
des Strahles des Dreikantes; es ist daher ia der vorhergehenden Ab- 
leitung überall (b + 180*) für b zu setzen, wobei alle Glieder ihre 
Zeichen ändern, somit die Gleichung dieselbe bleibt. 

4. Um die der Formel V entsprechende Gleichung für die 
Winkel des Kugeldreieeks zu erhalten, nehmen wir die Polareeke 
des Dreikants zu Hilfe, in welchem die Kantenwinkel 2B — a, 
2B — ß, 2B — y, die Ebcnenwinkel 2B — a, 2B — h, 2R — c 
aiud. Daher ist nach V: 

cos (2 E — «) = cos {2B — a) sin (2 B — ß) sm(2 B ^ y) -\- 
-^cos{2B — ß)aos{2B-~y), 
— cos K ^ — cos a sin ^ sin ;< -|- cos ß cos j-, 

VI. cos « ^ cos a slü 3 sin y — cos ^ cos y . 
Dies ist die Cosinus-Pormel für den Winkel. 
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III, Kap. Dreikant und. Kugeldrei eck. 



§ 17. Bereclinung der Seiten und Winkel des Kugeidreiecks. 

A. Das rechtwinkelige Dreieck. 



1. l'ÜT 1 

em mau in 



rechtwinkelige Dreieck ergeben eich Formeln, 
1 Dreiecks y ^ R, also 



= 



setzt, 
ienso sin^ = sin^ sine. 



sm y ^ 1 und cos y 
a) Aus —. — ^—. — folgt sin» = sin« sin 
h) Aus cos c ^ cos y sin a sin 6 + cos (( cos & folgt cos c ^= eos a cos h. 

c) Aus cos f = cos c sin a ein (5 — coa a cos ß folgt 

coa c = cotg tc cotg ß . 

d) Aus cos « = cos a ein j5 ain y — coa /3 cos y folgt 

coe« = coa« sin^, ebenso cosj3 ^ coe& sin«. 

e) Setat mim hier die Werte aus b) und a) ein, so folgt 

cos « = — r ■ -■ — , cos « = tg & cotg c , cos ;5 = tg « cotg c . 

f ) Aus d) folgt femer ^?^ = coa a ^^ = cos « -. — , 

smh =r cotg« tga, einß ^ cotg (5 tgfi. 

Wenn von den fiinf auf einander folgenden Gfrofsen a, b. 
zwei gegeben sind, so können die audem berechnet werdt 
drei Stücken, den beiden gegebenen und dem gesuchten, wird immer 
eines so liegen, dafs es (bei Nichtheachten des ü) entweder von den 
beiden andern in der Ordnung a, h, «, c, ß, a, h unmittelbar ein- 
gesehlosaen wird, oder so, dafe es nicht unmittelbar an die beiden 
andern angrenzt. Für dieses Stück kann man sofort eine c 
Formeln anschieiben na(h folgender Regel von Neper (1614) 

Im techtntnkehgen Kugeldr^ncJi. ist der Conmis emea Siu(J\£s gleich 
dem Produkt 

a) de» Oontangmien dei emschliefsendm Stu/he 

b) de) Smus d& mcht angrenzenden Stucke, 

wobei jedoch fui jede Kathete ^tatt Jet hierdmch h'iiimmten Fiuiltimi 
die CofunJtion at 'weisen t'^t 



Von 



B. Das schiefwinkelige Dreieck, 
ieien die drei Seiten a, h, c 3'. Es seien die drei Winkel u, 
Die Formel V liefert: /?, y gegeben. Die Formel VI giebt: 



Zusatz. Für logarithmisclie '. 
sich durch Berechnung von 



schnung geeignete Formeln ergeben 
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§ 17. HL Kap. Dreikant und Kugeldreieck. 

iiaoli den Formeln Teil H § 39, VII, V und Vni, wobei wir setz 

Ua + h + c) = s, I i(„ + ^ + 3,) = o 



Es folgt f. 






'f-V' .iToT/' 



(Tgl. n § 43, 6.) Die Gleieliiingen rechts können : 
auch mittels der Polarecke abgeleitet werden. 
Durch Teilung folgt: 



*l-Vl 



3. Es seien zwei Seiten a und h 
und der eingeachloaaene Winkel y 
gegeben. Die Formel V giebt durch 
fortlaufende Vertauscliung: 
coBc = co8j'8in«8ini-|-coBacos6. 



3'. Es seien zwei Winkel« und (5 
und die anliegende Seite c gegeben. 
Die Formel YI liefert: 



cosy^^cosc sinttsin/J — wsa oosj5. 
Die übrigen Stücke folgen dann nach Formel IV: 



Zusat 


. a) Bestimmen wir <p so, 


a') Bestimmen wir q> so, dafs 


dafs 








C0S,'tg«=tg9, 


cosctgo-tg9>, 


so folgt: 




so folgt: 


cosc = - 


^(sin6 sin^ + cosfi cos q>). 


•^o^r^—i^i^ß^i^V—^o^ßcos 


cos 


^ cos « cos (b - <p) 


-^-. cos ß cos (/3 + g>) 



b) Um Formeln au erhalten, die die unmittelbare Berechnung i 
a und ß, oder von a und 6 gestatten, setzen wir in den Formeln 



rechts die Werte e 



I und benutzen die Formeln II § 39, Vllt. 



y Google 



III. Kap. Dreikant und Kugeldreieck. 



'^-'^^'i^^Vmm^ 



So erhält man die Formeln von Delambre (1807), die noch häufig 
nach Mollweide (1808) oder Gaufs (1809) benannt werden: 



Um diese Tormeln sofort anschreihen zu können, beachte man, dafs 
ein Ausdruck ftir die Seiten im Zähler und IS'enner dieselbe Punktion 
hat, und dafs der entsprechende Ausdruck der Winkel gefunden wird, 
indem man im Zähler dem Sinus das minus, dem Cosinus das plus 
gegenüberstellt und umgekelirt dem minus den Sinus, dem plus den 
Cosinus; im Nenner steht bei den Winkeln die Kofunktion der Funktion 
des Zählers. 

Für die Berechnung der Winkel und Seiten folgen durch Teilung der 
entsprechenden Formeln die sog. Neper'sehen Analogien (1619); 



Zur Berechnung von c und y können dann die Formeln von Delaml 
benutzt werden. 

Wenn s. B. ß, ß und c gegeben, so entspricht der Berechnung v 
a, h und y folgende Anordnung, welche derjenigen im II. Teil § 44, . 
nachgebildet ist: 
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HC. Kap. Dreikajit und Eiugeldreieek. 



2 



IV = (I + n). lg sin I 
V = (I + III). lg cos -^ 



Igtg- 



VII = (IV— VT). 

4. Es seien zwei Seiten a und h \ 4'. Es seien zwei Winkel a imd ß 
gegeben und der Gegenwinkel der 1 und die Gegenseite des ersteren c 



Die Formel IV 

«in b 
p ^ sin a - - — 



Die Eormel IV 
ain b ^ sin a ■ 



zwei Winkel , die einander zu 2B ergänzen. 



Die Seite c ist unmittelbar aus 
der GleicbuiLg 
cos a ^= cos K sin b sin c 4- cos h cos 



Der Winkel f ist unmittelbar 
,us der Gleichung 

= cos« emß Buxy — cosjS cosy 



nach der im II. Teil § 41, sc erläuterten Weise zu berechnen. 

Zusatz. Aus den !N'eper'schen Analogien folgen ebenfalls die übrigen 
Stücke, wenn eines berechnet ist. 

Da in den umgeformten Gleichungen von Delambre: 



a-b 



«-fö 



! rechten Seiten stets positiv sind, so entsprechen einander die Werte: 
«^,3 und «^ö, ß + (3^2ie und ß + ö^2K. 

Diese Beziehungen sind bei Bestimmung der fraglichen Gröfsen wohl 
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II. Absclmitt. 

Ähnliehe Abbildung und köpperliche Gebilde. 

Yiertes Kapitel. 

Parallelbe Strahlung, Bestrahlung paralleler Ebenen von einem Punkt 
und die entsprechenden Körperformen, 

§ 18. Abbildung dupcli parallele Bestrahlung. 

1. Aus der Gleichiißit der Parallelstralilsbreeken zwischen paral- 
lelen Ebenen einlebt sich (gemäfs S. 9, i): 

a) ParaUele Strahlm durch die Funkte einer ebenen Figur be- 
stimmen auf einer parallelen Ebene ein Sild, das mit der Figw durch 
Verschidiung längs einer Sh-dhls^-ecke ßur Deckung gehracM werden kann. 
Für diese Abbildung gilt: 

' " " — - - - ^r^ Dem Schni^ptmki zweier 

Geraden der einen Fig%w enti^icht 
im Bild der SchnO^nM der Bilder 
dieser Geraden. Beide Funkte liegen 
auf einem Fmdllelstrahl. 

Dieser Strahl ist nämlich die 
Schnittgerade der Parallelatrahlen- 
Ebene durch beide öeradenpaare. 



b) Ber 

sweier Punkte der einen Figur- ent- 
spricht im Bild die Verhimdimgs- 
gerade der Silder dieser Punkte- 
Beide Geraden sind parallel. 

Sie sind nämlich die Schnitt- 
geraden beider Ebenen mit 
der Parallelstrahlen -Ebene beider 
Punfctpaare. 

c) Zwei deckungsfähige ebene Figuren liegen paraUel bestrahlt 
(perfektiv kongruent) auf swei parallelen Ebenen, wmm zwei SaB)- 
slrahlen eines Pw^tes der einen Figur mit den entsprechenden Salb- 
straMen der andern Figur gleichgerichtet paraUel sind. 

Die gleiche und gleichgerichtete Lage zweier Figuren einer 
einz^en Ebene (I § 21) kann als besonderer Fall hiervon anfgefafet 
werden, nämlich als die Grenzlf^e zweier unbeschränkt nahe gerückten 
parallelen Ebenen. 

3. Die Alhüäung einer ebenen Figur durch parallele Bestrahlunff 
auf einer nicht parallelen Ebene unterscheidet sieh von der auf einer paral- 
lelen Ebene dadurch, dafs die entsprechenden G-erad&i nicht parallel sind, 
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IV. Kap. Ähnliclie Abbildimg und Pläckeii der Körper. 



45 



sondern sieh auf einer Geraden, der sog. Bildaxe, schneiden, nämlich auf 
der Schnittgeraden der Ebenen der Vorlage und des Bildes. Es 
folgt dies daraus, dafs eine Gerade, ihr Bild und die Bildaxe die drei 
Schnittgeraden dreier Ebenen sind, uSinlich der StraMenehene, der Vor- 
lage- und der Bildehene. (Weiteres bei den Aufgaben.) 

Dieser Ai't der Abbildung entspricht eine Abbildung in einer einzigen 
Ebene unter der Bedingung, dais die Strahlen parallel sind und dafs eine 
Gerade ihr Bild in einer bestimmten Geraden schneidet. Man nennt diese 
Art der Abbildung affin oder verwandt (H § 3, s), 

3. A\eiden zwei vollkommen ubereiust mmende läumhche Gebilde 
so aufgestellt dafs em Halb&tiaM und eme Halbebene desselben m dem 
einen Gebilde |,leicligei übtet parillel au denen des indem Gebildes sind und 
dafs die entspieuhenlen inschhersenden Ebenenwinkel gleichwendig sind, 
so bringt die Ver<!chiebung um die Strecke beilei Strahlpuntte 3as eine 
Gebilde auf das andere Es kann das eine kocpeihthe Gebilde als eine 
Nachbildung des andern aulgefafst werden die min diiurch eihali, dafs 
man durch alle Punkte des ersteren Gebildes parallele und gleiche Strahl 
stieüren zieht, deren Endpunkte das mit erstciem gleirhe und glnchQTichttfe 
(pet<^e}skt. kongruente) täumltcke GeMde bestimmen 



§ 19. Prisma und Cyliuder. 

1. Die Flüche eines wecks und die ilires parallel bestrahlten 
Bildes auf einer parallelen Ehene schliefsen mit den Strahlenebenen 
einen körperhchen Raum ein, der als w-kantige Säule oder w-kan- 
tiges Prisma hezeiclmet wird. Die Flächen der Vielecke heifsen 
Grundflächen (oder Gfrundfläche und Deckfläche), die Strahlstrecken 
der Ecken Seitenkanten und die 
ebenen Parallelatreifen zwischen 
ihnen Seitenflächen. 

Die Gesamtheit der Seiten- 
flächen wird Mantel des Prismas 
genannt. Die Grundflächen und 
der Mantel bUden zusammen die 
Oberfläche des Prismas. Der 
Abstand der Grundflächen heifst 
Höhe des Prismas. 

Aus der Entstehungsarfc folgt. 

a) Die Grundflächen m 
Schnittfläche stimmen vollkommen überein. 

b) Die Seitenflächen eines Prismas sind Parallelogramme; ebenso 
ist jede SchniUfläche paraMel dner Seitmkante ein Parallelogramm. 

Das Prisma heifst ein gerades oder schiefes, jenachdem die 
Seitenkanten auf der Grundfläche senkrecht stehen oder nicht. Im 
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46 IV. Kap. Ähnliche Abbildung und Tläcben der Körper. § 19. 

erateren sind die Seitenfläclieii Rechtecke. Die Schnittebene, die in 
einem schiefen Prisma senkrecht auf den Seitenkanten ist, heifst 
Querschnitt. 

Das gerade Prisma heifst regelmäfsig, wenn seine Gnindflächea 
regelmäfsige Vielecke sind. 

Haben die Grundflächen je einen Mittelpunkt, so heifst die Yer- 
bindungsgerade der Mittelpunkte Axe des Prismas. 

Ist die Grundfläche eines Prismas ein Parallelogramm, so ist der 
Körper von drei Paaren paarweise übereinstimmender Parallelogramme 
begrenzt und wird Parallelflach (Parallelepipedon) genannt; 
jede Fläche desselben kann als Grundfläche aufgefafst werden. Sind 
drei an einer Ecke desselben zusammenstof sende Kanten senkrecht 
zu einander, so heifst es ein Quader, und sind zugleich diese drei 
Kanten einander gleich, so heifst es Würfel; dieser ist von sechs 
Quadraten begrenzt. Sind die drei Kanten einer Ecke an einem 
schiefen Parallelflaeh einander gleich und ebenso deren Winkel, so 
heifst der Körper Rautenflaeh oder ßhomboeder. 

3. Wenn eine krumme Linie von Parallelen bestrahlt wird, so 
bildet die Gesamtheit der Strahlen eine cylindrische Fläche (Fig. 43). 
Wir verstehen hier jedoch immer nur eine solche Fläche unter diesem 
Namen, deren Leitlinie ein Kreis ist. Wird die cylin- 
drische Fläche von zwei parallelen Ebenen begrenzt, 
so heifst der von diesen Flächen eingeschlossene Raum ff 
Cylinder oder Rundsäule (Walze), Wie der Kreis T 
als Grenzfigur eines Vielecks, so kann der Cylinder 
als besondere Art einer w-kantigen Säule betrachtet 
werden. Daher gilt von ihm, was oben vom Prisma 
ausgesagt wurde. Statt der Seitenkanten hat der ,i 
Cylinder Seitengeraden. UjX 

Im geraden Cylinder ist die Grundfläche ein j-j^ ^ 

Kreis nnd die Seitengerade senkrecht au ihr; der 
Mantel des geraden Cylinders ist ein Teil der F^cho eines TJm- 
drehungscylinders. Im schiefen Cylinder ist die Seiteugerade gegen 
die Grundfläche geneigt. Wird ein Um drehungscy linder von zwei zu 
den Seit enger aden geneigten, parallelen Ebenen begrenzt, so entsteht 
ein schiefer Cylinder mit kreisförmigem Querschnitt und 
eUiptiaehen Grundflächen. 

Axe des Cylinders heifst die durch den Mittelpunkt des Kreises 
parallel zu den Seitengeraden gezogene Gerade; eine durch die Axe 
gelegte Ebene heifst Axenschnitt, und wenn sie senkrecht zur 
Grundfläche ist, heifst sie Hauptaxensehnitt. 

3. Die Rechtecke, die den Mantel eines geraden Prismas 
bilden, lassen sich in eine Ebene so abwickeln, dafs sie zusammen 
ein einziges Rechteck bilden. Dag gleiche gilt von dem Mantel des 
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geraden Cylinders, da ei als besonderer Fall des geraden Prismas 
aufzufassen ist. Der Umfang der Grundfläche bildet die eine Seite 
des Rechtecks, die Seitenkante oder Seitenstrecke die zweite Seite. 
Daher gut für den Flächeninhalt dieses Mantels: 

Der Mantel eines geraden Prismas oder Cylinders ist gleich dem 
Produkt avs dem Umfang d&r Gnmdßäche und einer Seitenkante oder 
Smtmstrecke. 

Zusatz: a) Ist a die Gnmdkante einer regelmäfsigen w-kaut^en 
Säule und s die Seitenkante, so ist die gesamte Oberfläche derselben 



= wa s -|- — ctg 



b) Die Oberfläche eines Quaders, dessen Kanten a, h, c sind, ist 
2 (ab -\- ac -\~ bc); die des Würfels mit der Kante a ist 6al 

e) Der Maotel eines geraden Cylinders ist = 2 ars (wenn 
der Halbmesser r und die Seitenstrecke s), die Oberfläche 2ar(r -{-s). 

d) Wird von dem Cylinder durch eine der Axe parallele Ebene 
ein Abschnitt weggenommen, dessen Gnmdfläche ein Kreisabschnitt 
mit der Sehne a ist, ao ist die Oberfläche dieses Cylinderabaehnittes 
as -j- sr arc ß ~\- r^ (arc ß — sin ß), wobei sin ^- ^ ^ ■ 

4. In einem schiefen Prisma oder schiefen Cylinder ist 
ein Querschnitt /j zugleich der Grundrifs der Grundfläche f auf der 
Ebene des Querschnitts. Bilden beide Ebenen den Winkel a, so 
ist /; = /-eosß, also /^= ^ (S. 13, t). 

Ist der Querschnitt ein Kreis mit dem Halbmesser b, die Grundfläche 
eine Ellipse, in welcher der zur Sehnittgeraden beider Ebenen senk- 
rechte Axenschnitt die Ellipsenaxe 2a ergiebt, 
so ist 2 & ^ 2 a cos a und die Fläche s der 
Ellipse: e = — = 31 ab. Kun ist auch 26 
gleich der auf der Mitte der Hauptaxe senk- 
rechten Sehne der EUipse, da diese der 
Querschnittfläehe parallel ist; a und h heifsen 
die Haibasen der Ellipse. Daher folgt: 

Der Flächeninhalt rnier EUipse ist gleich *■'«■ ** 

dem Froduki von « und dm beiden Sälbaxen. 

6. Wird der Mantel eines schiefen Prismas abgewickelt, so 
werden die Seiten eines Querschnitts n^, «3, K9, - . . zusammen auf 
eine Gerade fallen, da sie senkrecht zu den untereinander parallelen 
Seitengeraden sind. Die Seitenflächen sind dann Parallelogramme, 
die in einer Seite s übereinstimmen, während die zu diesen Seiten 
gehörigen Hohen n^, %, %, . . . sind. Daher ist der Mantel 

»(«. + '.. + ». H ). 
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48 IV. Kap. Ähnliche Abbildung und Flächen der Körper. g 19. 

Hiermit ist bewiesen: 

Der Mantel eines schiefen Prismas oder Cylinders ist gleich dem 
Produkt des Umfcmgs eines Querschnitts mit 
einer Seitenkcmte oder Seitenstrecke. 

Zusatz, a) Ist der Querschnitt ein 
regelmäfsigeB weck mit der Seite a, ist die 
Seitenkante s und ist der Winkel der Grund- 
fläche mit dem Querschnitt k, so ist die 
Oberfläche w« ■ s -[- 0— ■ c«tg -— ■ 

b) Ist der Querschnitt eines schiefen 
Cylinders ein Kreis mit dem Halbmesser h, 
ist s die Seitengerade und a die grofse 
Halbaxe der Grundfläche, so ist die Ober- vig. 4.i>. 

fläche =2ir6(a + s). 

6. Die Fläche eines wecks oder Kreises und die des parallel 
bestrahlten Bildes auf einer nicht parallelen Ebene schliefsen mit 
den Strahlenebenen einen körperlichen Raum ein, der ein achief- 
abgeschnittenes Prisma oder ein schiefabgeschnittener Cy- 
linder genannt wird. 

Es sei das Vieleck ein 2 weck mit einem Mittelpunkt, die Seiten 
eines Querschnitts seien Ö1, «a, - ■ ■ a„, Ui, Os,- ■ - an, und die Seiten- 
kanten seien si, Sä, ■ ■ ■ s„, s„ + i, s„ + 2, ■ ■ ■ S2«. 
Dann ist der Mantel zusammengesetzt aus 2n Tra- 
pezen, bei denen die Summe der Flächen zweier 
gegenüberliegenden den Wert ergiebt: 




fr 


\\'S 


y 


\ 
7 


\ 


■■''"i-":. 


\ 


i. 


^ 


%\ 



= -i' [si + 5„ + 1 -|- «2 + Sn -f, s]. Nun ist aber 

die Axe m Mittelparallele an den Gegenseiten s^ 

und s„4. 1, Sa und s„-f 3, somit Si~{- s„^i^2m 

=^ Sa + s« + ä ; daher ist der Inhalt beider Trapeze 

^ ■ 4w = 2ti!jm. Ebenso folgt für ein zweites ^ 

Paar gegenüberliegender Trapeze 2a^m u. s. w., 

daher ist der Mantel (2 »1 + 2 «a + ■ ■ ■ -f- 2 a^)m = u ■ m, wenn 

mit w der Umfang des Querschnitts bezeichnet -wird. D. h. : 

Der Mantel eines schiefahgeschniüenen Prismas mit einer Axe oder 
der Mantd eines solchen Cylinders ist gleich dem Produkt seiner Axe 
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§ '20. Ähiiliclie Äiibildnng durch Bestrahlung von einem Punkt, 



I . a) Wenn eine ebene Figur von einem Punkt aus bes^aUt wird, 
so bestimmen die ÄiraÄZe» auf einer parallelen Ebene eine ÖJtfdidie Fiffur. 

Es gilt nämlich für diese Figuren (entsprechend II § 3, 4 a nnd 
§ 12, 2): 

b) Jeder Geraden der einen Figur aiispricht als Bild eine parallele 
Gerade der a/itdern Figur-^ heide Geraden sind die Schnitl^eraden 
ihrer Strahlen ebene mit der Ebene der Vorli^e und des Bildes. 

c) Seide Figuren stimmen in den entsprechendm Winkeln und im 
Verhältnis entsprechender Strecken überdn — das erstere folgt aus b); 
das Verhältnis der Strecken ist gleich dem der Strahlstrecken, da 
sich hier Zweistrahl an Zweistrahl reiht. 

Der Strahlpunkt heifst auch hier Ähnlichkeitspnnkt. 
Wie für die parallele Bestrahlung (S. 44) gilt auch hier: 

d') Dem Schnitl^utiM sweier 
Geraden der einen Figur entspricht 
als Bild der Schmittpunkt der Bilder 
dieser Geraden; beide Ftmkte Uegen 
auf einem Jihnlichkeitsslrdhl. 
IHguren. einer Ebene (ü § 3 4 i imi 
rer Fill dei bestrahlten hi^e lui 7we 



d) Der 

zweier Punkte der einen Figur ent- 
spricht als Büd die Verbindmigs- 
gerade der Bilder dieser Punkte; 
beide Geraden sind parallel. 

2 Zwei äinlicli Hegendt 
3 )iap ) können al'i em besondere 
paiaUelen Ebei en auf^efafbt weile 

Letztere Iiige geht nlmhfh m erstere ul er mlem de eine Ebene 
der andern raibesciuanitt naher luckt Dater stimmen ^uch. die 'idtze 
über die be den Arten de T if,e ibetem D e Beweise fui den allge nemen 
Fall sind kierbei uit anacbaul eher als fui den besondeien z B 

Zwei Drmecie leren Seiten paaiuese pataUel smd hegen ton enem 
Pu/r^t beshahlt d b wenn he Seiten Ton ABG (Fig 47 a} dei Reibe 





nach parallel den fee ten v< 
raden ÄA^, BB^, 66 n 



i A B G^ sind, so müssen einander die Oe- 
n m Punkt schneiden; denn die drei Ebenen 
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ABÄ^B^, BCB^C^, CAC^Ä^ schneiden einander in die 
die Schuittgeraden dreier Ebenen gehen durch einen Punkt. Dals dieser 
Satz nun auch für den Fall, da beide Dreiecke in einer Ebene liegen 
(Fig. 47 b), seine Geltung behalt, folgt daraus, dafs man diesen Fall als 
tfrenzlage auffassen kann, die sici von dem Fall zweier unbeschränkt 
nahe gerückten parallelen Ebenen nicht unterscheiden läTst. 

3. Man unterscheidet je nach der Lage des Ä.-Puntt«s aiifser oder 
oder inneren Ähn- 
Halbstrahlen gleich - 




Figuren au der 
einen die gegen- 
Eigur 
Ä.- Punkt 
als Mittelpunkt, 
so ist diese Figur 



mit jener (§ 6, Id), und der Ä.- Punkt ist ein äuTserer geworden. 

Zwei ebene äfmUche Figwen Mrmm sowohl so gelegt werden, dafs sie 
einen äufseren Ä.-Fvmkt habm, als auch so, dafs sie emen inneren habe«. 

4r. Zwei hSr^erüche Gebüde heifsen cffmUch tmd äfmUch liegend, wenn 
ihre Ptmkte paarweise auf je dnmi Strahl eines Strahl^wiMes Uegen mid 
dAe Sirahlstrecken je ewder solcher Pimktpaare in d&n gleiten imveränder- 
Udien Verhältnis stehen. 

Es ergieht sich hieraus sofort: 

a) In ähnlich Hegenden Gebilden entspricht jeder Geraden und Ebene eine 
po/raUde Gerade wt4 
Hbene. Entspredtmde 
Geraden- wnd Hbenen- 
Winkel sind einander 
gleich. Entspre^endc 
Strecken stehen in 
gleichem Verhältnis, 
dem VerhäliMis der 




b) Bei äufserem Ä.-Funkt sind die entfpt echeiiden Halbsttnhhn und 
Hdlbebenen gleichgerichtet parallel, die Drdkwnte dechmgsftäitg, die Gebilde 
gleichwendig ähnlich. Bei innerem Ä.-PmM siftd die HälbstroMen und Halb- 
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', die Dreikante gegenwendig gleich, die Gebilde 



ebenen gegmgerichtet i 
gegenwendig äJmUch. 

Dem ersten Fall entspricht die gleichgerichtete Lage deekungafehiger 
Gebilde (§ 18, s), wenn nämlich der Strahlpuürt in unendlicbe Ent- 
fernung hinausriickt. Dem letzteren Fall entspricht die gegengesetzte 
Lage in Bezug auf einen Punkt, indem der Strahlpunkt zum Mittelpunkt 
wird (§ 6). 

Vergleiche eine grofse rechte und kleine Unke Hand. 

5. Für die bestrahlte Lage dreier räumlichen Gebilde ergiebt sich 
(vgl. II § 12, 6): 

Wenn zwei Gebilde von einem dntten ährMch hestrahlt v>erd&n, so 
liegen sie audi unter sich ähnUdi, imd die drei AhnUcWceitsipunkte liegen 
auf emer Geraden. 

Ist nSmlich A£C . . . Ö. f, A^^S^C^ ... zu S^ als i.- Punkt und 
ÄSC ... LI A^B^C^ ... zu S^ als Ä.-Punkt, so Hegen A^^ß^ und 
A^B^ in einer Ebene, da sie beide parallel AB und somit unter sich 
parallel sind. Diese Ebene schneidet die Ebenen AA^Ä.^ und BS^B^ in 
den Geraden A^A^ und B^B^, 
während von letzteren beiden 
Ebenen S^S^ die Schnittgerade 
ist, da AA^ und BB^ einander 
in Sj, AA^ und BB^ m S^ 
schneiden. Alle drei Schnitt- 
geraden ÄjÄg, A^A^, B^B^ gehen 
durch einen Punkt S. Aus den- 
selben Gründen mufs C^^C^, ... 
durch den Schnittpunkt S von 
AjA^ und S^S^ gehen. Das 
Streckenverhältuis der Strahlen 
bleibt hierbei stets gleich pig. 50. 

SA^ : SA^ . 

Sind die Ä.-Punkte ^rn ABC mit den beiden andem Gebilden 
f äufsere ) 




l letrfere beide jgl««twend,g j 



ei&terem und somit 
untei sich gleichwendig und haben emen äufseren A Punkt, ist dei eme 
i Punkt zwischen ABC und den beiden andem Gfebilden em äufseier, 
dei andeie ein mnerei, so sind diese gegenwendig und haben unter sirh 
einen mneien A Punkt Es sind also entweder diei äufseie oder em 
tufsPiPi und zwei innoje 4 Punkte ^Oihmden 



§ 21. PjTamide und Kegel. 

1. Wenn ein Vieleck von einem Punkt aus bestrahlt wird, so 
sehlieCsen die Ebenenteile der Strahlen mit der Ebene des Vielecks 
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einen körperlicheii Raum ein, den man Pyramide nennt. Der Strahl- 
punkt heifat die Spitze der Pyramide, die Ebene des Vielecks heilst 
Grundfläche, ihre Seiten Gruudkanten; die Strahlenflächen, 
welche Dreiecke bilden, heiTsen Seitenflächen, die übrigen Kanten 
Seitenkanten, die Gesamt- 
heit der Seitenflächen Mantel, 
der Abstand der Spitze von 
der Grundfläche Höhe, 

Hat die Grundfläche einen 
Mittelpunkt (der Ecken oder 
Seiten), so heifst die Gerade 
von der Spitze nach diesem 
Punkt Axe, eine Ebene durch 
die Axe Axenschnitt und 
insbesondere der Axenschnitt, 

der zugleich die Höhe enthält, Hauptsixenschnitt. Ist die Axe 
selbst senkrecht zur Grundfläche, so heilst die P3n'amide gerade. 

Ist die Grundfläche ein regelmäfsiges Vieleck und die Spitze 
senkrecht über der Mitte der Grundfläche, so heifst die Pyramide 
regelmäfsig. Die Seitenflächen derselben sind gleichschenkelige 
Dreiecke (S. 12, 4). Aus der Übereinstimmung der Kantenwinkel an 
je zwei Ecken der Grundkanten folgt die Übereinstimmung der Ecken; 
daraus folgt: 

In einer regelmäfsigen Pyramide bilden aUe Seitenfläc'ken und ebenso 
alle Seitenkanten die gleichen Winkel mit der Grundfläche. 

Eine Pyramide, deren Grundfläche ein Dreieck ist, heifst Vier- 
flach oder Tetraeder; sie wird von vier Dreiecken begrenzt, und 
es kann jede Fläche als Gi-undüäche angenommen werden. Ist jede 





derselben ein regelmäfsiges Dreieck, so ist der Körper ein regel- 
mäfsiges Vierflach. 
3. Aus § 20 folgt: 
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In einer Pyramide ist jede mr Grundfläche parallele S(^nittfläche 
&. l. mit dieser swr Spttze als Ä.-PwnM. Beide Flächen v&rhalten sich 
HU einander wie die Quadrate ihrer Abstände von der Spitse. 

Das letztere folgt aus der Übereinstimniung der Seitenverhält- 
nisse mit dem der Stralden von der Spitze and aus dem Lehrsatz 
Tom Verhältnis ähnlicher Flächen (JH § 26, e). 

Wird eine Pyramide Ton einer zur Grundfläche pai'aUelen Ebene 
durchschnitten (Fig. 52), so heifst der Teil des Raumes, der zwischen 
beiden parallelen Ebenen li^, ein Pyramidenstumpf; der Abstand 
der parallelen Flächen heifat seine Höhe. Bei einem Pyramidenstiimpf 
sind die Seitenflächen Trapeze, bei einem regelmäfaigen Pyramiden- 
stumpf gleichschenkelige Trapeze. 

3. Wenn ein Kreis von einem Punkt aus bestrahlt wird, so 
bildet die Gesamtheit der Strahlen eine Kegelfläche. Der Raum, 
der von dieser und der Kreis- 
ebene eingeschlossen wird, heifst 
ein Kegel (Conus). Die Strahlen 
heifsen Seitengeraden des 
Kegels. Da der Kreis als Grenz- 
figur regelmäfsiger Vielecke auf- 
gefafst werden kann, so gilt für 
den Kegel das, was oben von 
der Pyramide ausgesagt wurde. 
Der Kegel heifst gerade, wenn 
der Strahlpunkt oder die Spitze rig. &3a. Fig. 53 h. 
senkrecht über dem Mittelpunkt 

der Grundfläche Hegt; die Kegelfläche ist dann die eines Um- 
drehungskegels. 

Der zwischen zwei parallele Ebenen fallende Ted des Kegels 
heifst Kegelatumpf 

4. Wird der Mantel einer regelmäföigen w-seitigen Pyramide in 
eine Ebene abgewickelt (Fig. 5äb), so entstehen n gleichschenkelige, 
übereinstimmende Dreiecke, deren Grundkanten einander gleich sind. 
Ist h die Höhe eines dieser Dreiecke zur Grundkante a, ao ist sein 







I Mantelfläche ist - 






■h. 



Flächeninhalt -g-, imd die | 
Daraus folgt: 

Der Mantel einei' regelmafsigen Pyramide oder eines geraden Kegels 
ist gleich dem Produkt des haV)en Umfanges seiner Grundfläche mit der 
Hohe eines Seitendreiecks oder einer Seitensirecke. 

Für den Kegel folgt dies auch daraus, dafs der abgewickelte 
Mantel (Fig. 53 b) einen Kreisausschnitt bildet, dessen Halbmesser 
gleich der Seitenstreoke und dessen Bogen gleich dem Umfang der 
Grundfläche. 
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Zusatz, a) Hat eine regelmäfaige «-seitige Pyramide die Grund- 
kante a und die Seitenkante s, so ist ihre Oberfläche: 



^[i'^dr+i-'s^]- 



b) Hat ein gerader Kegel den Grundkreis-Halbniesser r und die 
Seitenatrecke s, so ist der Kegelmantel = Jt »'s. 

e) Hat der Kreisausschnitt, der von dem abgerollten Mantel 
gebildet wird, den Mittelpunktswinkel (3, so ist sein Bogen = s ■ arc ß 
^= 2 xr, somit ^ 

arc j3 = 23t- — =^2jt sin «, 

wenn a der Winkel der Äxe und der Seiten geraden des Kegels ist. — 
Wird z. B. eine Halbkreisfläche zu einem Kegel zusammengerollt, so 
ist re = 2 31 sin K, sin k = -g-, « ^ 30". 

5. Sind in einem regelmäfsigen n-seitigen Pyramidenstumpf a^ 
und «2 die Seiten der Grundflächen, p die Höhe eines Trapezes des 
Mantels, so ist der Inhalt eines solchen -ä-^t — i. . p ,jjid der ganze 
Mantel n ■ -i-i-^ - p = -■ ?> - T" " - '!' . p^ wobei na^ und na^ die Umfange 
der Grundflächen sind. Der Mantel des geraden Kegelstumpfs kann 
ebenfalls in sehr schmale Trapeze zerlegt werden. Statt der Seiten 
können auch die Mittelparallelen der Trapeze in Rechnung gezogen 
werden, welche zusammen den Umfang des Schnittes der Mittelparallel- 
ebene zu den Grundflächen bilden. 

Der Mantel eines regelmäfsigen Tyra/midenstwmpfes oder eines 
geraden KegelstiMwpfes ist gleich dem Produkt der halben Summe der 
Umfange der Grundflächen (oder des JJmfangs des MiUelparalldschnittes) 
mü der Rohe einer Seitenfläche, oder mit einer Settemtreche. 

Zusatz. Sind bei einem geraden Eegelstumpf R und r die 
Halbmesser der Grundflächen und ist s die Seitenstrecke, so ist der 
Mantel des Kegelstumpfs = jr(ß-|- »•)«, oder, wenn p der Halb- 
messer des mittleren Schnittes ist, = 2}tQS, 

6. Während in einem Kegel die der Grundfläche nicht parallelen 
Schnittebenen als Sehnitthnien die sog. Kegelschnitte ergeben, ist 
in einem schiefen Kegel stets noch eine Lage der Ebene vorhanden, 
in welcher der Schnitt wiederum ein Kreis ist. Um diese Lage kurz 
zu kennzeichnen, nennt man Wechselsehnitt eine solche Schnittebene 
eines schiefen Kegels, die auf dem Hauptaxenschnitt senkrecht steht 
und ihn in einer Geraden schneidet, die mit der einen Seitengeraden 
des Hauptaxenschnittes denselben Winkel bildet, wie die Grundfläche 
mit der andern Seitengeraden. Dann gilt der Satz: 

Jeder 'Wechselsehnitt eines schiefen Kegels ergiebt einen Kreis als 
Schnittlinie. 
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Sind mmlich SB^A und SA^B die beiden genannten Seiten- 
, AB und J-i-Bi die Schnittgeraden der Grundfläche und des 
Wecheelschnittes mit der Aseuebene, sodaTs -^ SAB = SA^B^, und 
legt man durch einen Punkt Y der fraglichen 
Schnittlinie eine Ebene' parallel zur Grund- 
fläche, welche die Seitengeraden SA und SB 
in jij und B^ trefl'e, so ist die Schnittlinie 
dieser Ebene mit dem Kegel ein Kreis (2); 
die Schnittgerade X Y der zur Grundfläche 
parallelen Ebene und der Schnittebene ist senk- 
recht zur Ebene SAB (S, 8, 9b), somit XY 
senkrecht zu Aj^B^ and A^B^. Die zum Durch- .. 
messer A^B^ senkrechte Halbsehne XY giebt 
(nach II § 10, 1 b) die Gleichung ^'ä ^i. 

XY^ =A,X- XB^ = ^1 Z ■ XJ5, ; 

das letztere folgt daraus, dafs ^ A2XB-^</^ A^XB^ ist. Dalier ist 
jeder Punkt Y der Schnittlinie ein Punkt des um A^^B^ als DureL- 
messer beschriebenen Kreises. 





§ 22. Kugelfläclie und andere Umdrehniigsfläclieu. 

1. Eine Ebene teilt eine Kugel^che in zwei Teile, deren jeder 
Kugelhaube genannt wird. Der durch die Haube und die Schnitt- 
ebene begrenzte Körper heifst Kugelabschnitt oder Segment. 
Unter der Höhe der Haube oder des Kugel- ..--■""--. 

abschnittes versteht man die senkrechte Strecke 
Yon dem Mittelpunkt der Grundfläche (d. i. des 
Schnittki'eises) bis zur Haube. — Zwei parallele 
Ebenen begrenzen auf der Kugelfläche einen 
zwischen ihnen liegenden Kugelgiirte! oder eine 
Kugelzone; der entsprechende Körperteil der 
Kugel heifst Kugelschicbt; der Abstand beider 
parallelen Ebenen oder Grundflächen heifst ihre Höhe. 

Wie die Kugel durch Drehung eines Halbkreises um einen 
Durchmesser entsteht, so erhalt man eine sich an die Kugel an- 
schliefsende Uradrehungsfläche, wenn ein den Halbkreis berührender 
Geradenzug um denselben Durchmesser sich dreht. Letztere Fläche 
besteht alsdann aus Kegeln, Kegelstumpfen oder Cylindem, deren 
Mantelflächen sich um so mehr an die Kugel anschliefsen, je kleiner 
die Seiten derselben angenommen werden. Ist Sj eine Seite eines 
solchen Mantels von sehr geringer Höhe, p^ der Halbmesser des mittleren 
Schnittkreises, so ist der Mantel = ^tcq^s^^ (S. 54, 5, Zusatz). Auch für 
den Fall, dafs der Kegel zu einem ebenen Kreis abgeflacht ist, gilt 



y Google 




IV. Kap. Älinliche Abbildung und flächen der Körper. g 22. 

le Formel. Zieht man von einem Grenzpunkt von 5j die Höhe k^ 
sehr achmaien Gürtels und den Kugelhalbm 
des (nach dem Beriihnmgspunkt von s 
mefaser's p, so entstehen zwischen s^ und \ einer- 
seits und } und p^ andererseits ähnliche Dr^ecke, 
da die Seiten dieser Dreiecke paarweise zu cin- 
andei seukiecht umd daher ist s^ : 7i^ i= r ; p^ oder 
$i!>i= t\ Folglich ist die Fläche des schmalen | 
Gürtels = 2 sr / h^, für einen zweiten, dessen Höhe h^ , 
ist sie = 2nr ■ ^ u. s. w., also für die Gesamtheit 
aller dieser Gürtel, d. h. für den ganzen Gürtei 

oder die Haube 2rer(Äi4-^H )^2}trh, wenn Fig. 56. 

h die Höhe der Haube oder Gürtels ist. Somit ist 

die Fläche eiuer Haube oder eines Gürtels := 2jti*A. 
Der Flächeninhalt emer Haube oder eines Gürtels ist gleich dem 
Produkt äes Umfangs eines Ha/u/pfkreises mit der Höhe, oder auch gleich 
dem Mantel eines Cylinders von gleiclier Höhe, dessen Halbmesser glmh 
dem Kugelhalbmesser ist. 

Zusatz, a) Ist s die Sehne vom Umfang der Grundfläche einer 
Haube bis zum Endpunkt der Hohe, so ist s^=2rh, folglich die 
Oberfläche der Haube = its^, d. i. gleich dem Inhalt eines Kreises, 
dessen Halbmesser s ist. 

b) Ist Q der Halbmesser der Grnndfläche der Haube, so ist 
Q^-\-V =^ s'^, folglich der Inhalt der Haube = x [q^ -\- h^). 

2. Die gesamte Oberfläche der Kugel ist zusammengesetzt 
aus Hauben oder Gürteln, deren Gesamthöhe 2r ist; daher ist 
= 2wr ■ 2r oder 

die Kugelofeerfläche^ 4jt»"^ 

Die Oberfläche einer Kugel ist viermal so fjroj's ah die Fläche 
H plJ es 
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4 D ei HauptkiP se einer Kugel die einander m den diei Punkten 
iP( unl len (jegenp inkten Ä^B^C^ schnellen bestunmen acht Kugel 
Iree ke auf der feugel v n wei I en je zwe z B ABC md 4^B ( 
gegengesetzt sind Diese be len D e ecke ^ 

haben die gleiche Fla he iS IH 7) 

Sind de Winkel de« KugeldiHie ks 1 ei 
j4 B C lei Gehe nacl a ß y n3 nehmen 

Seite angrenzenden z sau men i e nen 
KugolzTreieek so f Igt wenn 7 de K ^el 
halhmessei 1 t 



ÄSt -\- BCA^ = 
BCA-ir CAB^ = 
GAB -\- ABC^^ 



2r^are |3 




Die Summe ergiebt — mit Beriicksichtigung, daFs BCA^^^ B^O^A 
und dafs CAB -Y B^C^A-\^ CAB^-\- ABCy=^2nr^ 

nämlich gleich der Halbkugel ist, — für die Oberfläche den Wort: 
■iAB C = 2rä [arc (« + |3 + y) — jpJ 



Ä = r^ arc {« + (3 4-7- 



2B). 



Der Inkalt eines Kugeld/reiecks ist gleich dem ProävM des Halbmesser' 
i mit dem Arcus des Überschusses der Wittkelsumme über SS. 

5. Dreht sieh irgend ein Geradenzug ABOJ) um eine Ase a, unc 
sind die Mitten seiner Strecken der Eeihe nach um s.j_, Sg, s^ ... von de: 
Axe entfernt, so ist die Umdrehungsüäche (S. 54, 5, 



'2nSi-AB-\- 2jrs3- BC -\- 27ts^- CD -\ 

= a« (si ■ U+ s^-BiJ-l )- 

Die Mechanik lehrt, dafs der Schwerpunkt dos '"' 
schweren Geradenzugs AB CD . . . you der Ase um 
eine Strecke s entfernt ist, die bestimmt ist durch 
die Gleichung: 

^ Si ■ Z£ -I- s>, ■ :b C 4- S3 ■ gP + ■ ■ ■ 
~ 1"B + BC + ÖD -I- . ■ ■ 

Hiernach ist die Oberfläche: 

2ns {AB + BC -\- CB-\ ). 

Da eine krumme Linie stets als aus unbeschränkt vielen und kleinen 
geradlinigen Elementen zusammengesetzt betrachtet werden kann, so folgt 
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Der Inhalt einer Umdrehungefläcke ist glddi dem Produkt der Länge 
der Erzeugenden mit dem Weg, den ihr Schwerpunkt beschreibt. 

Der Satz gilt auch für den Fall, dafs dieser Weg kein vollständiger 
Kreis ist. 



Fünftes Kapitel. 

Rauininhalt der Körper. 

§ 23. Gleiehlieit von Köppepiiilialten. 

1, Unter dem Rauminlialt (Kubikinlialt oder Volumen) 
eines Körpers versteht man die Gfrörse des von seinen begrenzenden 
Flächen eingeschlossenen Raumes. Die Inhalte zweier Körper sind 
einander gleich, wenn entweder der eine im Ganzen den Raum des 
andern ausfüllen kann, oder wenn beide Körper aus Paaren solcher 
Teile bestehen, oder wenn sie die Unterschiede je zweier Körper von 
gleichem Rauminhalte sind. 

2. Wenn zwei gerade Prismen deckungsfähige Grundflächen und 
gleiche Höhen haben, so kann das eine Prisma genau in den Raum 
des andern gebracht werden. — Wenn für nicht deckui^sf ähige Grund- 
flächen die Gleichheit der Inhalte dieser Flächen nachgewiesen werden 
kann — indem auf die in § 44 und 45 des I. Teiles angegebene Weise 
die Grundflächen entweder ala Summen deckungsfähiger Flächen oder 
als Unterschiede solcher Flächen erkannt werden, — so ergiebt sich, 
dafs gerade Prismen von gleicher Höhe, die auf diese Flächen gestellt 
werden, in gleicher Weise als Summen oder Unterschiede gleicher 
Körper inhaltsgleich sind. So folgt durch Aufsetzen gerader Prismen 
von gleicher Höhe auf die betr. Figuren, dafs solche gerade Prismen 
einander gleich sind, deren Grundflächen Parallel ogramme von gleicher 
Grundseite und Höhe sind (Fig. 157 bis 160 des I. Teiles) oder (als 
Hälften der Parallelogramme, Fig. 161) Dreiecke von gleicher Grund- 
seite und Höhe (i'ig. 162), und dafs jedes gerade dreiseitige Prisma 
in ein anderes inhaltgleiches verwandelt werden kann, wie die Grund- 
fläche in ein andres inhaitgleiches Dreieck (Fig. 178, 179, 181) und 
jedes w-seitige Prisma in ein dreiseitiges (Fig. 180). Daraus geht 
hervor: 

Gerade Prismen von gleicher Grundfläche und Hohe sind in- 



3. Wenn ein schiefes Prisma GG^ durch einen Querschnitt S 
zerlegt wird, so bringt eine Verschiebung längs der Kante den Teil GS 
in die Lage G^S^ und verwandelt damit das schiefe Prisma in ein 
raumgleiches, gerades SS^ von der gleichen Kantenlänge. Bei sehr 
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§ 28. V, Kap. Eauminlialt der Körper. 

schiefeiii und kurBeui Prisma sind zwei oder mehr 
Queraelmitte imd Verschiebungen zu dieser Verwand- 
lung notwendig (vgl. I. Teil, Fig. 159 u. 160). Mit 
Rücksicht auf 2 folgt hieraus: 

a) Schiefe Prismen mit gleichen Querschnitten 
und Kantenlängen sind inhaltsgleicfi, nänüich gleich 
einem geraden Prisma, dessen Grundfläche der Quer- 
schnitt und dessen BShe die Kamle ist 

Insbesondere folgt hieraus: 

b) Mn Parallelflach wird tkirch die Ebene 
zwder einander paraUder Eckenlinien der Grund- 

' i zwei raumgleiche dreiseitige Prismen 



denn durcli die Ebene wird der Querschnitt 
der beiden gegenwendig gleichen Körperteile in 
zwei flächengleiche Dreiecke zerlegt. ■^''*'- ""■ 

i. Errichtet man auf der Grundfläche G eines Parallelflaches G G^ 
ein zweites gerades Parallelflach GG^, so läfst sich in der Ebpne G^G^ 
zu den Parallelogiamnien G^ und G^ ein drittes G^ zeichnen duich die 
Verlängerungen der Seiten der 7) r n r 

ersten beiden Das Piiama I ' ' * 

mit dei Grundfläche AA^A^ 

und der Seitenkante AD wird ~ 

durch Verschiebung längs dei 

Strecke 'iE in den Raum \ 

des Prismas mit dei Grund- ^ ' ' 

fläche BBgJ93 gebiacht Zieht > um i, _ ^---' — 

man beide Prismen einzeln '•^^^-^^--^ .n^ 

von dem Prisma mit dei ^ ^^ ^^ 

Grundflache ÄA^B^B ah, so 

bleibt Prisma GGg= GG^. Auf gleiche Weise folgt aus der Deckungs- 
fähigkeit der dreiseitigen Prismen mit den Grundflächen AA^A^ und 
DB^D^, dafe Parallelflach GGs= QG^, somit GG.^GG^. Hieraus 
folgt wieder mit Rücksicht auf 2: 

Parallelflache von gleidien Grundflächen und gleichen Höhen sind 
raumgldck, nämlich gleich einem geraden Prisma von dersdhen Grund- 
fläche und Höhe. 

5. Hiemach haben auch schiefe dreiseitige Priemen von gleicher 
Grundfläche und Höhe den gleichen Bauminhalt, als Hälften von gleichen 
Parallelflachen (3 b), zu denen sich die Prismen ergänzen lassen. — 
Zerlegt man in irgend einem Prisma die ßrundfläehe in Dreiecke und 
legt durch deren Seiten Ebenen parallel zu den Seitenkanten, so wird 
das Prisma in dreiseitige Prismen zerlegt, deren jedes raumgleioh ist 
mit dem geraden Prisma auf demselben Dreieck imd mit dei^elben 
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Hohe, alle diese Prismen hilJeii ein ^eiide=« Pu">ma das den ^Ificlien 
Ramniulialt wip das gegebene hat 

Getttde und -^rhiefe Ptismen und Cijhnder mit fßiulieii Gamd- 
flacken und Höhen haben gleitken Bcmmgehalt 

Der Cjlmder kann namlich als eme Art Prisma aufgefafst 
werden. 

h Die Etgebmsse iIhi N"umm>-in j his ^ liiscii sich lui h mf t il 
gende Weise ^owinnin 

Gesetzt es lassen aii-h zwei Koipei so zwischen zwei parallele Ebenen 
legen, dafs jede beliebige weiteie parallele Ebene m dem emen Köiper 
eine ''chnattflathe von dembelben _^^ _ 

Flächeninhalt wie m dem Indern ' 

Koiper giebt, und denken wii dmi,h 

beide 10 gelegte Körper unzählig viele 
?nlebe Ebenen gelegt imd zwischen je 
zwei auf emander folgenden Ebenen _ — 

auf und unter jede Schnittflat.he em 
j,ei-ides Prisma (oder Cylmder) ei , 

lichtet, so sind je zwei lolche Prismen iü^iiitüu^""''-'-'-'-^ 
dej beiden Koiper zu denselben jfg ^g 

fecbnittflachen einander gleich, da sie 

gleiche &rundfläi,hp und gleiche Hohe haben Nehmen wn an, dafs 
von unten nach oben die Schnittfldchen dei Art Uemei weiden, 
dafs dei Grundnft einer Fläthe anf der nnmitttlbai imtei ihi liegenden 
Ebene ganz inaeihalb dei St-hrntthnie diesei Ebene falle, so ent 
steht zwiaUien je zwei Sehnittflaehea zu der unteren ein Piism'v, dis 
gröftei , und zu dei obeien eines, das klemei ist als die korperbchitht 
zwischen beiden ^ebmttflachen Die desimtheit allei grofseien Prismen 
hat bei beiden Körpern den gleichen Eiumgehalt ^j^ und ebenso die tJe 
samtheit allei Uemeien Piismen .S^, und die Inhalte beidei Koipei liegen 
zwischen diesen beiden Summen De» Unterschied \ — iS^ beider Summen 
^on geraden Prismen wird aber um so kleinei, je näher die Schichten 
anemandei rücken (Ei ist z B bei Pyrimiden, m welchen dei GrundiiTs 
dei Spitze umeihalb dei Grundflache liegt glenJi dem unteisten Pnsma) 
Da diesei Unterschied unbeschrankt klem gemacht werden kann, so gilt 
für die zwischen beiden Summen hegenden Korpennhalte dei wichtige 
Satz von Cavalieii (f 1647) 

a) Ztaei Körpei dw auf eine ötundebene gestellt m jede* tki 
paralMm Schmttehenp xwei oUuJte Scfinittflacken ergeben haben gleichen 
Raumvt^alt 

Wenn die Beschrjnkung unter der diesei Satz hiei bewiesen wurde, 
wegftlllt so schiumpft doch beim Aneinanderrücken dei Schnittflächen 
der Unterschied des einzelnen geraden Prismas und der Korpeischitht 
hnienaitig zusammen, wählend die Schicht flachenaiti^ vtiid Nun bilden 
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1 der flSclienartigen Schicliteii die Körpei 
Summe der linienartigen Unterschiede au 
dafs mit abnehmender Sehichthölie ihr Raumge- 
halt dem der Körper gegenüber verschwindet. 
Solche Cavalieri'scte Körper sind 
Cylinder und Prismen von gleicher Grund- 
fläche und Hölie, da jede zur Grundfläche 
parallele Schnittfläche mit dieser überein - 

a tini mt- d. h.I 

b) Prismen umd CyUnäer von gleichet- 
Gfmidfläcke uttd Höhe haben gleichen Inhalt. 

Femer sind solche Körper Pyramiden 
■ und Kegel, da hier die Schnittflächen sich verhalten wie die Quadrate 
ihrer Ahstände von der Spitze (S. 53, 2) und da diese Abstände bei gleicher 
Höhe der Körper für eine Schnittebene 

parallel der Grundfläche in beiden ebenfalls _._.'f\____ ^lIV- 
einander gleich sind; somit gilt: ^ .^jji. .^^VJ-A 

e) Pt/ramidM, and Kegel von gldcher 
Ch-fmdfiäche imd Höhe haben gleichen Inhalt. 

Zusatz. Auch Pyramiden imd Kegel- 
stumpfe von gleicher Grunäfläche und Höhe pi^, m, 
sind Cavalieri'sohe Körper. 

7. Zur Vergleichung der Inhalte von Prismen und Pyramiden 
bietet die Zerlegung eines dreiseitigen Prismas ABCA.iB-^Ci in drei 
Pyramiden den Weg. Zeichnet man auf den Seitenfläclien den 
Geradenzug derEeken- ^ 
linien B^AC^B und 
legt durch je zwei 
auf einander folgende 

Eckenlinien eine 
Ebene, so wird das 
Prisma in drei Pyra- 
miden zerlegt. Zwei 
derselben G^{ABC) 
und il(jl^.FjCj) stimmen in der Grundfläche und Höhe mit dem 
Prisma üherein, sind also ihhaltsgleich. Nehmen wir G^ als Spitze 
der letzteren und auch als Spitze der dritten Pyramide C^(ABB^), 
so folgt auch für diese die Gleichlieifc der Inhalte, da auch 
A AA^B^ = ASB^ ist. Es ist also das Prisma in drei inhalts- 
gleiche dreiseitige Pyramiden zerlegt. Umgekehrt kann jede drei- 
seitige Pyramide zu einem dreiseitigen Prisma von gleicher Grund- 
fläche und Höhe ei^'änzt werden, welches den dreifachen Inhalt hat. 

Es folgt hieraus allgemein: 

a) Der Inhalt einer Pyratnide oder eines Kegels ist der dritte 
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Teil des Inhalts eines Prismas oder Cylinders von gleicher Grunäftäehe 
und Höhe. 

Denn die Pyramide kann stets in dreiseitige Pyramiden zerlegt 
werden, indem man die Grundfläche in Dreiecke zerlegt und von 
deren Seiten Ebenen nach der Spitze legt. Die Inhalte dieser drei- 
seitigen Pyramiden sind ein Drittel der Inhalte dreiseitiger Prismen 
von gleicher Gnindfläche und Höhe; der Gesamtinhalt solcher drei- 
seitigen Prismen läfst sich aber zu einem einzigen Prisma Ton gleicher 
Grundfläche und Höhe Tereiaigen. 

Zugleich folgt auch hieraus mit Rücksicht auf 5: 
b) Pyramiden oder Kegel mit gleichen Grundflächen und Hohen 
hohen den gleichen BauminJialt. 



§ 24. Inhalt von Prisma, Cyliiider, Pyramide und Kegel. 

1. Ala Mafs des Rauminhalts wird ein Würfel genommen, 
dessen Kante gleich der Längeneinheit ist. Hat die Kante eines Würfels 
a Längeneinheiten, so enthält die Gmndfläche «^ Flächeneinheiten, und 
man kann auf dieselbe a^ Würfeleinheiten setzen. In den ganzen 
Würfel gehen dann a solcher Schichten Übereinander, also »* 
Raumeinheiten. — Teilt man die Würfelkante in n gleiche Teile und 
nimmt zu diesem Teil als Kante den Würfel, so gehen w' solcher 
Würfelchen in die Würfeleinheit; eines derselben ist also -^ der Raum- 
einheit. 

2. Gfesetzt es gehen auf die Grundfläche eines geraden Prismas 
g Flächeneinheiten, so kann man auf dieselbe g Raumeinheiten setzen, 
und wenn auf die Höhe h Längeneinheiten gehen, so kann man iu 
das Prisma h solcher Schichten übereinander legen; also enthält das 
Prisma gh Raumeinheiten. — Ist die Grundfläche nicht in eine An- 
zahl ganzer Flächeneinheiten zerlegbar, so kann man sie in eine An- 
zahl kleinerer Quadrate zerlegen, deren Seite = — der Längeneinheit 
ist; der Rest, welcher hierbei am Umfang der E'läehe möglicherweise 
übrig bleibt, ist um ao kleiner, je kleiner — angenommen wird; es 
kann somit — so klein gedacht werden, dafs jeder mefsbare Rest ver- 
schwindet. Das Quadrat zu -- der Längeneinheit ist dann — der 
Flächeneinheit; wenn p solcher Quadrate in die Grundfläche gehen, 
so ist deren Inhalt ^ = -^ , und es gehen auf die Grundfläche p Wüi-fel, 
deren Kante — der Längeneinheit und deren Inhalt — der Raumein- 
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heit ist. Ist die Höhe des Prismas 7i = 5 — , so gehen q solcher 
Schichten übereinander, somit q ■ p solcher Würfelchen in das ganze 
Prisma. Daher ist der Ratuninhalt 2 ■ i» — j = (5 ■ - ) ■ (p ■ -5) = hg. 

Ein schiefes Prisma, das dieselbe Gfrundfläche g und Höhe h hat, 
hat auch denselben Inhalt. Ein Cylinder ist als besonderer Fall des 
Prismas aufzufassen. 

Indem man für die Vervielfachung 5er Mafszahlen von Strecken 
imd Flächen die (nach Teil 11 § 1, 7) abgekürzte Ansdruoks weise ge- 
braucht, ergiebt sich für die abgeleitete Beziehung folgender Satz: 

Der Inhalt eines ^BHsmas oder Cylinäers ist gleich dem 
Produkt seiner Gnmdfläcke und Hohe =gh. 

Zusatz. Der Inhalt eines Quaders, dessen an einer Ecke kh- 
sammenstofsGude Kanten a, b, c sind, ist ahc\ der Inhalt eines 
Würfels, dessen Kante a, ist o'. Der Inhalt eines Prismas von 
der Höhe A, dessen Grundfläche ein regelmäfsiges i^-Eck mit der 
Seite ff ist, beträgt - ■ cotg — ; hat ein Cylinder als Grundfläche 
einen Kreis mit dem Halbmesser r und ist seine Höhe = Ä, so ist der 
luhalt des Cyllnders =: nv^li; ist die Grundfläche eine Ellipse mit 
den Halbaxen a und h, so ist der Inhalt des Cylinders = xahh. 

3. Aus 2 und S. 61, 7 folgt: 

Der Inhalt einer FyrmnMe oder eines Kegels ist ein Drittel 
des Frodukts aus (xnmdftäche und Hohe = -^ ■ 

Zusatz. Von einer »t-seitigen regelmäfsigen Pyramide mit der 
Grandkante a und Höhe /* ist der Inhalt ^ ■ . ■ - cotg — ; femer ist 
der Inhalt des Kegels =. '^^ 

4. Der Inhalt eines Pyramiden- oder Kegelstumpfes (Fig. 52 
und 53) ist der Unterschied zweier von den Grundflächen begrenzten 
Pyramiden oder Kegel. Ist G der Inhalt der gröfseren Gi-undflache, 
g der der kleineren und h der Abstand beider, während die kleinere 
um X von der Spitze entfernt sei, so ist der Inhalt des Stumpfes 
j= ^Jl^) — i^ = l.iah-^(G — g) «]. Nun ist {S. 52, a): 

{h-\-ccy:x^=G:g oder ^ = ^, | = ^^' 

X (YG — Yg) = hYg, woraus durch Vervielfachung mit iYG-{-Yff) 
folgt: x(G — ff) = h {yOg -\- g). Dies oben eingesetzt 

ergiebt: J= | [Gh + hiyög + g)] oder 

der Inhalt des Pyramidenstumpfes =^(G -(- ^Gg + &r). 
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§ 24. 



Zusatz. Sind die Grundiläohen Kreise, deren Halbmesser R 
und r, so ergiebt sich als 

Inhalt des Kegelstumpfes = ^ [R'+ K»« + rT. 

5. Zur Bereelinur^ des Inhalts eines schief abgeachnittenen 
dreiseitigen Fi iamas ABC AJ^B^C^, dessen Kanten 
AÄ^^ a, BBi=J), CCi = c seien, zerlegen wir es 
durch eine Ebene von einer Ecke Ä nach der gegen- 
überliegenden Kante B^ Cj in eine vierseitige und in eine 
dreiseitige Pyramide. Die Spitze der ersteren ist in der 
Ecke Ä und die Grundfläche ist die gegenüberliegende 
Seitenfläche BCC^B^. Die Spitze der dreiseitigen Py- 
ramide sei B^, ihre Grundfläche ÄA^Cy Im Quer- 
sehmii A^B^C^^ ^ mi\ die Höhe zu B^Cj, \ die zu 
Cg^g. Die vierseitige Pyramide hat nun den Inhalt 



■-SjCg ■ -; 



■ J, die dreiseitige 






daher ist der Inhalt des Körpers F= 



^+h + c 



Der Inhalt eines schief ahgeschniUenen dreiseUigen Frismas ist 
ch dem Froäukt des Querschnitts mit dem Drittel der Summe Ser 



Zusatz, Ein Körper (Damm, Mulde), dessen Grundflächen zwei 
Rechtecke mit parallelen Seiten sind, a j| tfj, b || 6j, mit dem Abstand h 
beider Flächen, zerfällt durch eine Schnittebeae, die durch parallele 
Kanten b und b^ gelegt wird, in zwei dreikantige Prismen; der Quer- 
schnitt _L i\ giebt ein Trapez, das in zwei Dreiecke zerlegt wird 



und 






?{2S + 6,) + 5» 



der Inhalt des Korpers: 

'. + ») - I [» (2' + S.) + »,(» + 2«] ■ 



6. Sind s„s,---s., S. + 1, •■■V (Hg. 46, S. 48) die Seilenkaiiten 
eines schief abgeachnittenen Prismas mit einer Axe, so wird der 
Körper mittels Ebenen von der Axe m nach den Seitenkanten in 
n Paare dreiseitiger Prismen zerlegt. Die Prismen an zwei gegen- 



xn Seitenflächen ergeben zusammen den Inhalt zl^ ■ '-^-5 



+ »■ + ■ 



= 24- 



i +'. + i + . 



■f-fe + =.. 



■1 + Sa + s„+a+ 2)»)= -gl ■ 67» 
wobei z^^ der Inhalt des Querschnitts von beiden drei- 
seitigen Pyramiden. Für ein zweites gegengesetztes Prismenpaar folgt 
ebenso 2^^ ■ in u. s. w. Da (2z/j + 2z/g -]-■■■ 2z/„) = f, dem Flächen- 
inhalt des Querschnitts ist, so ist der GesamtinhaJt ^ m ■ f. 



Der Inhalt i 
CyUnders ist j 



les schief abgeschnittenen Prismas mit Axe oder e 
dem Produkt des Querschnitts mit der Axe. 
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7. In zwei ähnlichen dreiseitigen Pyramiden, in welchen »^ 
und (% entsprechende Kanten sind, verhalten sich die entsprechenden 
Grundflächen wie a^^ : a^^ und die Höhen wie «^ ; a^, daher die In- 
halte wie ö!^^ : Og^ Ähnliche Körper, welche von irgend welchen 
Ebenen begrenzt sind, lassen sieh durch Schnittebenen in ähnliche 
dreiseitige Pyramiden zerlegen, deren Baum Verhältnis mit dem der 
dritten Potenzen entsprechender Kanten übereinstimmt. Daher folgt; 

Die Inhalte ähnliche Körper verhalten sich wie die dritten Fotmmn 
• Strecken. 



§ 25. Rauminlialt von Kugelteilen und anderen Umdrehnngskörpern. 

1. Eine XTmdrehungskegelfläche, deren Spitze im Mittelpunkt 
der Kugel liegt, nimmt aus der Kugel einen Körper heraus, der 
Kugelausschnitt oder Kugelsector genannt wird. Denken wir 
uns auf die zugehörige Kugelhaube ein Netz von kleinen Drei- 
ecken gezeichnet und durch deren Seiten Ebenen nach dem Mittel- 
punkt gelegt, so kann ein sehr kleines Oberflächenteilchen als 
eben betrachtet werden und als Grundfläche einer Pyramide, deren 
Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt, deren Höhe also gleich dem 
Kugelhalbmesser r, deren Inhalt folglich = — ist. Die Summe aller 
dieser Pyramiden, deren Grundflächen die Haube bilden, ergiebt den 
Kugelausschnitt = — und da Jff ^ 2:trh ist, so ist 

der Kugelausschnitt S=—~- 

In gleicher Weise folgt für den Inhalt der ganzen Kugel 
K^ ■ ::r ^ i%r^- ■— oder 

Inhalt der Kugel Jf =:.^jtr^= ~, 

wenn (^=2*- der Durchmesser ist. 

Zusatz. Für ein körperliches Zweieck, dessen "Winkel a ist, 
ergiebt sich der Inhalt — r^ ■ arc a. 

2. Ein Kugelabschnitt oder Kugelsegraent wird durch eine 
Ebene von der Kugel abgetrennt. Sein Inhalt ergiebt sich als Unter- 
schied des Ausschnitts und des auf der Schnittfläche stehenden Kegels, 
dessen Höhe = (r — h) ist. Somit ist ir=-g-3rr^A — -^(r— -Ä), 
wobei p^ = h(2r — h) zu der Formel führt: 

Inhalt des Kugelabschnittes i::=~(3^ — li). 
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Wird der Wert von r in p und h ausgedrückt, so folgt: 
Inhalt des Kugelal)sclmittes £ ^ -s- (3^^ + h^) . 

3. Mittels des featzts von Civaheii 
folgende Weise ibleiten 

Beschreiben wii um eine Kugel emea geiadeu Cyhnder dessen Mantel 
imd Grundflächen die Kugel heruhren und heben aus diesem Cylmder emeii 
Doppelkegel heraus dessen spitze in den Kugel 
miutelpuukt fallt und dessen Grundflachen mit 
denen des Cyhndeis zusammenfallen so hleiM 
ein Cavalierischei korper aur kugel übng 
Ist nämlich der Kugelhall" mess er », und wnd 
parallel zu den Grundüdchea eine Schmttehene 
gelegt im Ahstand ' vom Mittelpunkt so schneidet 
diese aus der Kugel emen Kieis von dei Plaiie 
rtp* = n(r^ — a^) und aus dem Körper einen 
Bing von der Fläche (nr^ — ■jtz^) = -jc(r^ — ü^); 
denn auch der Halbmesser des Kegelschnitts 
ist e, weil die Seitengeraden des Kegels mit 
der Axe den Winkel -^ bilden. 




a) Der I 
Körpers oder K 



halt der Kugel ist somit gleich dem des genannter 
2r — 27tr^-^ oder 



wenn d der Durohmesser der Kugel. 

b) Der Inhalt eines Kugelabschnittes von der Höhe h stellt 
sich in dem zugehörigen Cavalieri sehen Körper dar als der Unterschied 
eines Cylinders jtr^A und eines Kegel stumpfes , dessen zwei Halbmesser r 
und (r — 7() und dessen Höhe h. Daher ist; 

2; = mr'h~'^l,-^ + r(r — h)-\-(r—hy']==7tr^h~'^-(Sr'-Srh-\-h% 

c) Der Inhalt eines Kugelausschnittes besteht aus einem 
Kugelabschnitt und einem Kegel, dessen Giundflj.rhe mit dei des Ab- 
schnitts und dessen Spitze mit dem. Kugelmittelpunkt zusammeutällt Der 
Inhalt ist; 



d) Für eine Kugelschicht (Fig. 55), deren Grundflächen die 
Abstände x und if {at > !/) von dem Mittelpunkt haben, ergieht sich 
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iius dem zwischen beide Flächen fallenden Teil des oben beschriebeDen 
Körpers : 

Z= nr^h — ''-^ {x^ ^ xy + y^) = '^ {Gt^ — ^'ß — ^xy — 2y^) 

= ^[3(,-8_^8-|^3(-,.ä_^Sr-,_]_|-^_j,^S]^ -ype^j, jjyj^ ;^ ^jg Höhe, 

()|. und pg die Halbmesser der Sclmittfläclieii sind, so ist x — ^ = h, 
,.a — ^s__.p^2^ ^s — .^B_,^^2_ ^Jq Ausreehnimg von Z liefert: 

Inhalt der KugelscliicM Z = ~ [3 (p,= + (.^^ + fi.^ . 

5, Dreht sich ein rechtwinkeliges Dreieck um eine Ase, welche mit 
einer Kathete a parallel ist und von den Ecken des Dreiecks die Ab- 
stände r^, J^i und fg hat, so ist der Inhalt des Umdrehungskörp ers 



■i'-.+ -/)- 



pc*-. 



.,)(2»-, + r,). 



■■ + '■, , 



Nun ist ■ ■ ' - 1^^ ' = s der Abstand des Schwerpunktes des Dreiecks von 
der Äxe (II. Teil, Aufg, TI, ll), und a{r^—- r^) = 2t ist der doppelte In- 
halt des Dreiecks ; daher der Rauminhalt = 2 Ttsi. 
Irgend eine Fläche läfst sich in eben solche 
sehr kleine Dreiecke zerlegen, deren Inhalte *j, 
ig, ■ ■ ■ und Schwerpunkts abstände s^, Sg, ■ ■ ■ 
seien. Daher ist der Inhalt des TJmdrehungs- 
körpers der Fläche: 2jr (%ij -^- s^fg -}-■■■•)■ 
Der Schwerpunkts ab stand s einer solchen Fläche 
i von dei Ase ist durch die Gleichung bestimmt: 
sj= tji;-|- 9j,!s,-f- ■. Fig. fis. 

Somit ist dei Inhalt J= 2jrsf. 

Bet Inhalt emts ümdrelmnffskörpers ist gleich dem Produkt der 
erzmgendm Fläche mit dem Weg ihres Sckicerpmildes. 

Dieser batz und der entsprechende auf S. 57, 5 führen den Namen; 
„GuldinsLhe Kegeln' (1640). 



Sechstes Kapitel. 

Die regelmäfsigen Körper. 

; 26. Beziehung zwiseheu der Zahl der Ecken, Kanten und Flächen 
eines heliehigen Vielflachs. 

1. Unter einem f-flach (Polyeder) verstellt man i 
on f Ebenen begrenzt ist. Wir fassen 



len Körper, der 
solche fila«he 
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ias Auge, deren Oberfläclie von einer Geraden jeweils nur in zwei Punkten 
gesclinitteii wird, die also keine einspringenden Ecken hallen. 

Um von einem solclien /'flache den Zusammenliang awisclien dm: 
Anzahl seiner Fläehon, Ecken imd Kanten zu. bestimmen, bildet man den 
Grundrifs seiner Elächen auf einer Ebene. Der Umfang dieses Grund- 
risses ist ein Vieleck, von weloliem die Grundrisse desjenigen Teiles der 
Pläcben, welcher der Grundrifsebene abgewandt ist, eingeschlossen sind 
und ebenso die Grundrisse des Teiles der Flächen, welcher der Grundrifs- 
ebene zugewandt ist. Hat das /'flach fc Kanten, so bilden die Grundrisse 
des ersten imd des zweiten Teils zusammen f Vielecke , in denen die 
Anzahl der Winke! 21c ist, da jeder Grundrifs einer Kante zwei Viel- 
ecken angehört und jedes Vieleck ebensoviele Winkel als Kanten hat. 
Daher ist die Summe aller Winkel der Grundrisse der Flächen 

s== 2/c- 2B — f. iE '^ {k — f) • iE; 
denn in jedem "^ iplff k von j) "\\ inkdn ist die Winkelsuromo p ■ 2Ji ^ AR 
(I § U, 5). 

Hat das /flieh ( Et.ken, io bildet sieh eine Anzahl e^ von ihnen als 
Ecken des Umiisses imd die übrigen c^ als innere Ecken der Vielecke ab. 
Daher ist die eben beiei.,hnete Wmkelsnmme auch gleich e^ ■ AH (um jeden 
Eckpunkt 4B) vermehrt um die doppelte Summe der Winkel des Umrisses, 
da diese Umiifswmkel eistens füi den Teil in Eechniing kommen, welcher 
der Grundrif'! ebene teinfr begt und zweitens für den näher liegenden Teil; 
somit ist s = eg- 4B-)-2(2ei— A}11 = 4(0^+ e^— 2)R = 4(ß — 2)ü:. 
Aus beiden Werten für s folgt: k — f = e — 2 oder: 

Ihe Zahl de) Kanten emes Vietfiaches ist um 3 Meiner als die 
&umni dfit Zahlen lon Flachen und Ecken (Euler 1758) 

i Kegelmäfsig nennen wii em /'flach, dissen Begrenzungsfl Sehen 
le^plmäfsige deckunfisföhige Vielecke und dessen Ecken untei eimndei 
deckungsfahig sind Em sckhes kdun keine emspiin^cnde Eike haben 
da sonst lUe Ecken von diesei Art sein milfsten 

Die Zahl der legelmafsigen Vielecke die eine EiJie lülen können 
ist diduich beschrankt daft. le Summe dei Kantenwmkel 9 nicht 4i? be 
tn|,en dirf (S 29 2) 

E^ können eine Ecke bilden 

I. Drei legeknafsige Dieieuke [j, ^ 2Jü). 
II. Drei rogelmäfsige Vierecke 1 HI. Vier regelmäfsige Dreiecke 

(•-m- |(s=|ji). 

IV. Drei regelmäfsige Fünfecke ■ V. Fünf regelmäfsige Dreiecke 
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ffie seclis regelmäfsige 
Wiakelsumme iB erreicht 



Dagegen können drei regelmBrsig« 
Dreiecke u. s. w. keine Ecke bilden," da iiire 
oder gar überschreitet, 

Wird jede Ecke des /'flaches von p Flächen gebildet, deren jede 
3 Seiten oder Ecken hat, so treten an jeder der e Ecken p Kanten zu- 
sammen und es isbpe=2k, da jede Kante von zwei Ecken begrenzt 
wird; ferner ist sf^2h, da jede Kapte zwei Flächen begrenzt. Somit 



ist k = 



2Ä: 



= — = — , imd es folgt aus 1: 



+ f- 






' 2j7 - a (p — a) 

ergiebt sich daher für obige ffinf Fälle: 

1. j) = 3, .s = 3; /■=4, 
das regelmäfsige Vierflach oder TekaSder. 



m. j) = 4, ^= 3; f=&, 
as regelm. Achtflach oder Oktaeder. 

V. ß = 5, s = 3; /■= 20, 

as regelm. Zwanaigflach oder Iko- 

saöder. 

Diese Körper, welclie die Pythagoreischen, oft auch die Platonischen 
sen, wurden wiederholt zu physikalischen Hypothesen benutzt (Plato, 



das regelm.. Sechsflach oder HexaSder. 

rv. i) = 3, « = 5; /"= 12, 
das regelm. Zwölfflach oder Dode- 



§ 27. Das regelmäfsige Vier-, Sechs- und Achtflach. 

1. Das regelmäfsige Vierflach (Tetraeder) ist i 



die Grundfläche 



Pyramide, deren drei Seitenflächen, 
regelmäfsige Dreiecke sind. Seine Ecken stimmen 
Tollkommen überein, da die drei Kantenwiiikel 
übereinstimmen. 

Das Netz des Körpers (Tig. 69 b), d. i, die 
Figur, welche bei der Ausbreitung der Flächen 
in eine Ebene entsteht, ist zusammen- 
gesetzt aus einem gleichseitigen Drei- 
eck und drei weiteren solchen, welche 
sich an die Seiten des ersteren an- 
schliefsen. 

a) Ist die Seitenkante a, so ist eine Seitenfläche -j-V^ "^<i "ü^ 
ganae Oberfläche 0^ = «* j/S . 

b) Die Höhe h des Körpers teilt die Höhe der Grandfläche im 
Verhältnis 2 : 1. Nun ist h die Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks, 
dessen Hypotenuse a und dessen andere Kathete ■- der Höhe der Grund- 
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VI, Kap. Die regelraäfsigen Körper. 



fläche, |- ■ yl/3 = -f-y^S ist; dahe 
und der Rauminlialt des Körpers V^ 



■ist k =Y a^ ^ "^ ^V ~3' 



c) Da die Fufspunkte und 0^ zweier Höhen des Körpers die 
Höhen der Grundflächen im Verhältnis 2 : \ teilen, so ist ihre Ver- 
"bindungsgerade OOi (Fig. 69) parallel zu einer Seitenkante SÄ und 
= -^, woraus dann folgt, dafs sich die beiden Körperhöhen im Ver- 
hältnis 3 ; 1 teilen. Ihr Schnittpunkt P hat von den Ecken den Abstand 
r = — A = -^ YG und von den Flächen den Abstand P ^ "r ^' ^^ Tä V^- 

d) Für den Winkel « zweier Flächen ist cos « = y : /(j = y, wo 
hj^ die Höhe eines Seiteudreiecks ist. Für den Winkel ß einer Kante 
und Fläche ist sin /5 = y = l/y - 

2. Das regelmärsige Seehsflach (Hexaeder) ist der Würfel. 

Das Neta hat die Gestalt von Fig. 70 b. 

a) Ist die Kante a, so ist die Oberfläche 



0« = 



6a^ 




b) DerEÖrperinhaltist ^5 = «^ 

c) Alle Winkel sind Rechte. 

d) Der Halbmesser der umbe- 
sehriebenen Kugel ist 

r - il/o> + 2«' _ f-ys , 

der der einbeschriebenen p = -ö" ■ 

3. Das regelmäfsige Achtflach (Oktaeder) wird von zwei 
quadratischen Pyramiden gebildet, deren Seitenflächen gleichseitige . 
Dreiecke sind und die mit ihrer Grundfläche beiderseits dieser Ebene 
an einander gelegt sind. Dafs die Ecken der- 
selben übereinstimmen, ergiebt sich in folgender 
Weise. Eine Eckenlinie des Quadrats bildet mit 
den beiden angrenzenden Seitenkanten der Pyra- 
mide ein Dreieck, welches mit der durch dieselbe 
Eckenlinie begrenzten Hälfte des Quadrats deckungs- 
fähig ist w^en der Übereinstimmung der Seiten. 
Daher ist auch der Winkel jener Seitenkanten 
ein M. Die Ebene derselben bildet mit zwei Seiten- 
flächen ein Dreikant, das deekungsfähig ist mit dem Drcikant aus 
der quadratischen Fläche und denselben beiden Seitenflächen (wegen 
der Übereinstimmung der drei Kantenwinkel); jede Ecke des Körpers 
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71 



ist aber aus zwei solchen deckungsfahigen entsprechend 
liegenden Teilen zueammengeeetzt. 

Das Netz des Oktaeders ist Fig. 71b. 

a) Die Oberfläche ist 0^ = 8 ■ ^Y3 = 2a^YW. 

b) Der Inhalt der beiden Pyramiden mit der 
Grundfläche a^ und der Höhe, die gleich der halben Eckenlinie der 
Grundfläche = y l^ ist, ist Fg = ^ ■ y >/2"= y "K^- 

c) Der Mittelpunkt der quadratischen Flächen hat von allen 
Ecken den Abstand f ^ -ä Y^ "^^"^ ^"^^ allen Flächen den Abstand 



d) Der Winkel a einer Seitenfläche mit der quadratischen Grund- 
fläche wird bestimmt durch tgw == — }^2 :-- ^V^i ^^^ Winkel 



zweier Seitenflächen ist c 



; 2S^ Dis legelmalsige Zwölf und Zttaiiz)H'fli<'Ii 



te ks em über 
. benichhiite leiselben 




1 A\ enn man an jede Seite emes ipj,dmj,h . 
ernst umnende» Fünfect so inschliefst dals 
e ne Kd.nte gemeinsim haben su entstehen an 
dta Ecken des ersteren Fünfecks fünf deckungs 
fähige Dreikante Die gemeinsame Kante zweiei 
der ingelegten Fünfecke bildet mit awei fieien 
Kanten derselben em Dreikant wekhes mit 
elfteren Dreikanten übereinstimmt da znei 
Kantenwinkel und dei eingesdilossene Ei enen 
Winkel uberemstimmen und in gleicher Reihe aui 
emandei folgen Dahei ist der Winkel der beiden 
treien beiten ebentalls gleich dem Winkel des " " ' 

legelmäfsigen BHinfecks ps läfst sich snm t 1er vju den genannten ".echs 
Flächen teilweise hegienzte Eaum duich eine zi diesei 7i samn ensteUuag 
von Flachen deckungstUhige (jestalt voll 
ständig begrenzen. Man erhält so das 
regelmäfsige Zwölfflach (Dode- 
kaeder). 

Das Netz ist Fig. 72 b. 

a) Die Oberfläche ist 

0j2 = 12~- coig36''= 15B*ootg36". 

b) Der Körper hat als Mittelpunkt 
ebene zu zwei parallelen Seitenflächen, 




einen Punkt der Mittelparallel- 
Der Schnitt dieser Ebene geht 
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VI, : 



Die regelmiHsigen Körper. 



nämlich, durck die Mitte von zelin Kanten und bildet ein regelraäfsiges 
ZehiieDk, da seine SeiteB s jeweils paraUel den entsprechenden Ecken- 
linien des Fünfecks sind und halb so grofs als diese Eckenlinien. Es ist 
g = ß.cos36'' und der Halbmesser des dem Zehneek umbeschriehenen 
,r - s d cos 36^ (t cos 36^' cos 13 j ^^ j^n ^ ^in 

'^•'" '• - ÄTiT- - sltaiP - 2.ml8-.c..l8- = ° "'8 ^^ "'" '" ' 
Dies ist der Abstand der Mitte einer Seitenkante von dem Mittelpunkt. Die 

Mitte der Seitenkante ist von der Mitte der Fläcbe um -- wtg 36" ent- 
fernt. Daher ist der Abstand vom Mittelpunkt des Körpers ku einer 
Seitenfläche 



Dar, 



= 1^3(6 + 2y5) = 



Q =1/0^ cotgä 36" cos^ 18"— ~ cotg^36» = a cotg 36«]/co3ä 18» — |- ■ 

I^u. ist cosn8<>-| = i,(lO + 2]/^-4) = ^:i^ = (>^+iy 
= coa^ 36 , also q = a cotg 36" cos 36" 

Nimmt man den Mittelpunkt all Spitze von Pyramiden, die Seiten- 
flächen als Grundflächen, so /eifallt dei Kiirper in zwölf Pyramiden von 
der Höbe q. Ihr Inhalt ist das Piodukt der Überfläche mit -j-, d. i. 
Tjä = 5a^ cotg'' 36" cos 36". 

c) Der Abstand der Ecken vom Mittelpunkt ist ) 

..^ti^i(3+y5),.,.t, 

a")/3cos36". 

d) Halbiert man an einer Ecke einen Ebenenwinkel, so zerfällt er 
in zwei rechtwinkelige Dreikante (Kugeldreiecke) mit der Hypotenuse von 
108* imd einer Kithete von 54" worius die Winkel berechnet werden 
können (b 40 ) ol man 1 t nunt l du b p md 

9 Ein E k 5 1 fünf f, Imäf D e k nmen- 

t t ist wu\ du h m Imlf g fimfs t g Py m i bÄBCE 

halt n 1 n S tenkanten den & mdkant n s 

^1 b nd Em E k nlm 4 f d Cn ndfla h 
blltmtdnan hlef ndn'' teneinD k 
ABC w 1 h s b mstimmt mt dem I k ' 
iSC au de selb n E k alm nd d n an 
schliefsenden Seitenkanten ÄS und CS. Es ist 
somit -^ASC =. ABC =^ 108", und an ASC 
laJst sich das regelmäfsige l'^feck ASGE^D^ J^^ 
anschliefsen, das die Grundfläche einer Pyramide 
mit der Spitze in B bildet. Hierbei ist 
X)^E^\\AC\\EI> und die Verbindungsgeraden BB^ 
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und JEi'j ergeben einen Setrattpunkt, zu dem man als Mittelpunkt das 
dem Fünfeck ASCDJE gegengesetzte Fünfeck A^BiCiD^E^ und die zu- 
gehörige Pyramide bilden kann, AuTserdem bestimmen die Seiten der 
beiden Fünfecke zehn Dreiecke, so dals sich ein Körper ergiebt, der von 
zwanzig regelmäfsigen Dreiecken Ijcgrenzt wird, you 
denen je fiiiif eine Ecke bilden. Es ist dies das regel- 
mäfsige Zwanzigflach (IkosaSder). 
Das Netz desselben ist Fig. 73 b. 

a) Seine Oberfläche ist 0^„ = 20 ■ |' /s 

b) Die Ebene, die durch den Mittelpunkt des Körpers parallel zu 
den beiden Ebenen der gegengesetzten Fünfecke gelegt wird, ergiebt als 
Schnitt ein regelmäfsiges Zehneck, dessen Seiten s parallel zu den Grund- 
kanten der beiden Pyramiden und gleich deren Hälften — sind; der Halb- 
messer des umgeschriebenen Kreises ist somit rj^ = —. — r^ = a cos 36**, da 
4 sin 18" 008 36"= 1. Dies ist der Abstand des Mittelpunkts von der 
Mitte der Kante. Letztere ist von der Mitte der Seitenflächen um ■- ■ y r^ 
= — "[/li entfernt; somit ist der Abstand des Mittelpunkts von den Flächen 



"r 3. 16 Ys\ i J l/sV*/ 

ninhalt ist biemacb: 



61/fi- 



c) Von der Kugel, die durch die Ecken gelegt wird, ist SS' 
Durchmesser =^ 2r, SÄ eine Sehne und die Pyraanidenhöhe h der 
Sehne anliegende Abschnitt des Durchmessers; also ist 2rk = 



r = a^: 2h. Ferner ist h =1/ a^ — (--^,^~-X = - .°,,„ ViTin^SS"— 1 
y \2 3m36V 2 3m3e° ' 

d) Zur Berechnung der Winkel zwischen den Ebenen benutzt man 
das Dreikant SA, BS, BC, das man durch die Winkelhalbieiende von 
ABC in zwei rechtwinkelige Dreikante mit den Kaateawinkeln 60" und 54" 
zerlegt (S. 40, l). 
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ni. Absclmitt. 

Abbildung von einer Ebene, auf eine sie schneidende Ebene. 
Kegelschnitte. 

Siebentes Kapitel. 

Abbildung geradliniger Figuren und Abbildung des Kreisea 
als Kreis. 

§ 29. Abbildung von Punkten und Geraden. 

1. Wird eine ebene Figur Ton einem Punkt, Stralilpunkt 
(Projektionscentnim) aus bestrahlt, so bestimmen die Schnitt- 
punkte der StraMen auf einer zweiten, die eratere schneidenden Ebene 
ein Bild (eine Projection) der Figur. Für die geometrischen 
Beziehungen beider Figuren ist es gleichgiltig, welche von beiden 
Vorlage (Original) und welche Bild genannt wird; os wird eben 
einfach die eine Figur als bestrahlt you der andern (oder als 
perspektiv zu ihr) bezeichnet. Eine Figur heifet ein Bild einer 
andern (bestrahlbar oder projektiv au ihr), wenn beide in diese 
Lage gegenseitiger Bestrahlung toü einem Strahlpunkt aus gebracht 
werden können. 

Bei der geometrischen Abbildung werden nicht blos Halb- 
strahlen des Strahlpunkts berücksichtigt, auf denen je ein Punkt und 
sein Bild Hegt, sondern auch solche Strahlen, bei denen die Vorlage 
und ihr Bild auf entgegengesetzten Halbstrahlen liegen. 

Diese Ai-t der Abbildung entspricht dem. Sehen, indem, das Auge den. 
Vereinig ungapunkt der Lichtstrahlen bildet; doch sind im. Auge die Strahlen 
immer einseitig begrenzt. 

3. Wie der Punkt durch einen Strahl, so wird die Gerade durch 
eine Strahlenebene (den Schein der Geraden, vgl. S. 1, 3 a) ab- 
gebildet; das Bild der Geraden ist der Schnitt dieser Strahlen- 
ebene mit der Bildebene. 

Nehmen wir den schon früher betrachteten Fall (§ 20) aus, dafs 
nämlich die Ebenen der Vorlage und des Bildes parallel sind, so 
schneiden einander stets beide Ebenen iu einer Geraden, der Bildaxe 
(Projektionsaxe). Nun wird irgend eine Strahlenebene beide Ebenen 
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1 Kreis als Kreis. 



75 



in entsprechenden Geraden schneiden, imd diese müssen einander in 
einem Punkt der Axe treffen, da die Schnittgeraden dreier Ebenen 
durch einen Punkt gehen (8. 4, i). Somit entsprech^i einander die Sätze: 

a) Das Bild eines Punktes liegt 1 a') Das Bild einer Geradm ist 
auf dem Strahl vom Strahliiunktleine Gerade, die sie auf der Biid- 
nadt dem Funkt. \ axe schneidet. 

Inabesondere gilt: 

h) Jed^ Axenpunkt entspricht sich selbst als Bild. 

c) Jede Parallele zv/r Äxe wird als Parallele swr Axe abgebildet; 
denn die Strahlenebene einer solchen Geraden schneidet die Ebene 
der Vorlage in einer Parallelen zur Schnittgeraden der Vorlage- und 
Bild-Ebene, daher auch ebenso letztere (S. 4, i). 



Die beiden Strahlen nach 
zwei Punkten Ä und B (Fig. 74) i 
bestimmen mit dem Strahlpunkt i 
eine Strahlenebene SAB, welche ' 
auch die Strecke AB und deren 1 
Büd A^B^ enthält, d. h.: 

a) lÄegt ein Punkt auf einer 
Geraden, so liegt sein Bild amf dem i 
Bild der Geraden. 

b) Das Bild der 
(Strecke) durch zwei Punkte 
die Gerade (Strecke) durch die i 
Bilder beider Punkte. 

Gemäfs 2 b folgt noch: 

e) Das Bild einer durch einen Pwrikt gehenden Geraden ist die 
Gerade .vom Bild des Punktes nach dem Axenpunkt der Gnaden. 

4. Wenn die Ecken einea | 4'. Wenn die Seiten eines 

Dreiecks ABO Dreiaeits abc mit 

mit den Ecken 

eines zweiten 
Dreiecks A^B,C^ 
paarweise auf den 
Strahlen s^s^s^ 
eines Punktes S 



Die Strahlenebenen zweier 
Geradon a und b (Fig. 74) be- 
stimmen durch ihre Schnittgerade 
einen Strahl, auf welchem der 
Schnittpunkt ab der Geraden und 
der ihrer Bilder a^b^^ liegt, d. h.; 
l') Geht eine Gerade dtvrch 
Punkt, so geht ihr Bild durch 
das Bild des Punktes. 

b') Das Bild des Schnitt- 
punktes (Winkels) sweicr Geraden 
ist der Schnittpunkt (Winkel) der 
Bilder ieider Geraden. 



eine Dreieck ein 
bestrahltes Bild ^ 
des andern. Die 

beiden Ebenen 
ABCnnAA^B^C^ 

schneiden ein- 
ander in einer 




den Seiten eines 
zweiten Dreiseita 
«jöj^ paarweise 
in den Punkten 
S^S^S, einer Ge- 
troffen, so ist das 
eine Dreiaeit ein 
bestrahltes Bild 
des andern. Denn 
die drei Ebenen 

aa^, bbj, cc^ 
schneiden eiaan- 
der in drei Geraden 
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den 



Geraden, auf welcher, als der Axe, 
die Sclinittpvinkte der entsprechen- 
' r Dreiecke liegen 
Daraus folgt 
(Satz von Deaargues 1636): 
Lkgm, die Ecken zweier Ih-ei- 
ecke pacmveise auf drei Strahlen 
eines Punktes, so s^neiden einander 
ihre Seiten paarweise in drei 
einer Geraden. 



Si&iSg, welche die Ecken der Drei- 
seite paarweise verbinden und als 
Sehnittgeraden dreier Ebenen in 
einem Punkt zusammeutrctfen. Dar- 
aus folgt: 

Gehen die Seiten sweier Drei- 
seite paarweise durch drei Punkte 
einer Axe, so Uegen ihre Ecken 
paarweise auf drei Strahlen eines 
Punktes. 



Der Fluchtpunkt einer Geraden und die Fluclitgerade 
einer Ebene. 



1. I>er Strahl (7et Sirahl- 
der paiaUd u einer 
Geraden a^ ist be ti/nmt auf dem 
Bild a der Gera len einen Pmikt F 
der Fluchtpunkt 



Dies ist dei einzig i nnl t 
auf a, dem kein Punkt auf a^ ent 
spricht. Dagegen hd,l lie Lage de 
Punktes F die Eigenseh ift 

Je weiter em Punkt P^ oder 
§j auf der Getaden a^ nach der 
einen oder amdem MvMung hmaus 
rückt, desto naher rutkt sein Büd 
dem Fluchipwnlt — und um 



1 Ihe Strahliiene durch S, 
die pataUd ui Ebene a^ der einen 
Figur ibt bestimmt m der Bild- 
ebene a eine Geiade f die Flucht- 
gerade qena/nnt n trd Nach 8 4, 30 
folgt 

I)ie Fluchtgeradt. ist parallel 
d r Biläaxe 

Sie ist die eiixzij,e (gerade in «, 
dei kerne Gerade in ci^ entspneht. 
Dagegen hat he Lage der Ge- 
laden f die Eigenschaft 

Je weitet etne Gerade p^ oder 
ji paJoUH det Äxe nach det etnen 
oder andetn SeiiehmamrwU deslo 
notier tuckf ihr Büd do Flucht- 
und utngekeh)f 




Man nennt deshalb den Punkt 
auch das Bild des unendlich 
fernen Punktes deröeradenaj, 
als ob es nnr einen unendlich 



Man nennt deshalb die Gerade 
auch das Büd der unendlich fernen 
Geraden der Ebene Kj, als ob es 
nur eine unendhch ferne Gerade 
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fernen Punkt einer Geraden gäbe, 
da im übrigen jedem Punkt der 
Gferaden a nur ein Punkt auf a^ 
entspricht. 

Wie ea auf der Geraden a 
einen Fluciitpunkt F zu der Ge- 
raden öj giebt, 80 giebt es auf a^ 
einen Fluchtpunkt zur Geraden a. 



einer Ebene gäbe, da im übrigen 
jeder Goraden der Ebene « mir 
eine Gerade in «^ entspricht. 




Wie es in der Figur von a 
3 Fluchtgerade f zu der Figur 
auf der Ebene k^ giebt, so giebt 
1 der Figur auf ß^ eine Flucht- 
gerade zur Figur in der Ebene «. 

2. Zu irgend welchen Geraden a^, &j, q 
einer Ebene a^ sind die Strahlen der Flucht- 
punkte parallel, SF \\ a^, SV [{h^, SW \\ c^; 
sie liegen somit (S. 5, 3 b) in einer zu 
jener Ebene parallelen Strahlenebene, d. i. 
in der Ebene der Fluchtgeraden. Somit folgt; 

Die Flwhtput^eie aller Geraden emer 
Ebene liegen auf der FlucMgeraäen der Ebene. 

3. Da es (Fig. 77) für parallele Gerade^ 
«^ II \ durch S nur einen einzigen parallelen 
Strahl SF giebt, so folgt: 

a) Die Bilder wn parallelen Geraden haben einen gemeinsamen 
Fluchtpunkt. Ein ParällelstrMenbüschel wird als ein StroMenbüschel 
abgebildet, dessen Scheitel der FluehpunJct 
.SM den parallelen Geraden ist. 

Wir nennen in diesem Fall den 
Fluchtpunkt das Bild des allen Paral- 
lelen gemeinsamen unendlich fer- 
nen Punktes, 

Sind a, b irgend welche einander 
in F schneidende Geraden, so können 
diese auch so abgebildet werden, dafs 
ihre Bilder a^ und b^ parallel werden. 
Die Bedingung dafür ist die, dafg die 
Bildebene dem Strahl des Scheitels SF parallel ist; daraus folgt; 

b) Irgend ein Strahlenbüschel iann als Parallelstraldenbüsckel 
abgebildet werden der Art, dafs der Scheitel des ersteren das Bild des 
wnendlich fernen Punktes des letzteren ist. 

4. Mit Hüetsicht auf 2 ergiebt sich noch weiter; 

a) Die Büder von mvd oder mehreren ParaUelstrahlenbüscheln 
einer Ebene sind ebensoviele StrahlenbüscJiel, deren Scheel auf der 
Fluddgeraden im Bild liegen. 

Dabei sind auszunehmen Parallele zur Bildaxe, die stets wieder 
als solche abgebildet werden (S. 75, ae). 

Umgekehrt gilt: 
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Abbildung von geradl, Piguren u. Tom Kreis als "Kreis, 



c) Jede Figur Jcann so abgebildet werden, dafs eine Gerade m ihr 
Fbadttgerade wird, m. a. W.: dafs das Bild einer Geraden in unend- 
liche Entfernung hinausrückt. Irgend welche Strahhnbüschel, deren 
Scheiiel in der Geraden liegen, werden dabei als ehensoviele ParaUd- 
strdhlenhüschel ahgebildet. 

Es ist hierzu nur notwendig, dafs die Bildebene parallel zur 
Strahlenebene jener ( 



§ 31. Abbildung in der Ebene der Vorlage. 

1. Mine ebene Figwr und das von ihr bestrahlte Bild auf einer 
ztmiten JSbene hldben in gegenseitiger Bestrahlung von einem Punkt, 
wenn eine der beiden Ebenen um die Bildaxe gedreht wird. Der S^aM- 
punkt beschreibt hierbei einen Kreis, dessen JEbene senkrecM sur Axe 
ist und dessen MiUelpmikt in der Fluchtgeraden der festen Ebene Hegt. 

Ein StraU SAA^^ treffe die Ebene k in A, die Ebene «, in A^; 
AK sei eine Gerade der Ebene a, A^K ihx BÜd dnrch denselben 
Punkt K der Axe a. 
DajmgieU SN\\A^K 
den Fluchtpunkt N 
^uiAK and Nf\\a 
die Pluchtgerade f. 
Es aeinoch SFXf 
gezogen. Dreht man 
die Ebene aKA^ 
nach aKA^ und die 
Ebene SNF um den- 
selben Winkel SF8, 
nach Sj NF, so bleibt 
S^N\\A,K {^.10, ih). 
Der Strahl ySj^^triffl 
die Cferade NK in 
dem Punkt, der die 
Strecke NK teilt im 
Verhältnis SjiV:^j,Z 

= SN:A^K^ i-i«". 

AN: AK, d.h. eben 

im Punkt A] also ist A^ das Büd von A zu S^ als Strahlpunkt. In 
gleicher Weise bleiben von allen Punkten der Ebene a die Bilder 
in der Ebene «^ auch Bilder in der gedrehten Ebene «^ zu S^ als 
Strahlpnnkt, wobei FS^ = FS±f 

2. Wird die Drehung um die Bildaxe so weit fortgesetzt, bis der 
Winkel beider Ebmen oder 2B beträgt, so entstehen swei Figuren 
in einer einsigen Ebene in gegenseitig bestrahlter Lage. 
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Wird nämlich die Drehung fortgesetzt, bis FS (nach FS^) und 
KA^ (nach KA^) in die Ebene u fallen, so gilt auch für diesen Fall 
die gegebene Ableitung. 

3. Von einer ebenen Figur hutn in derseWcn Ebene ein Bild ent- 
worfen werden zu jedem beliebigen I'unkt 8^ der Ebene als StrahlpunM 
und jeder beliebigen Geraden a als Büdacce, so dafs jedem Ptmht als 
Bild ein Pwnkt auf dem Strahl des Punktes entspricht und jeder Ge- 
raden eine Gerade, die sie auf der Aoöe schneidet. — Dabei kann noch 
axif dem Strahl eines einsigen Punktes A das Bild A^ des Pwiktes 
helidng gewOhlt werden (oder von einem A^renpimkt eine Gerade a^ als 
Bild der Geraden a durch diesen Punkt). 

Zieht man nämlich von A und A^ nach einem Punkt K anf a 
die Geraden AK und A^K, dann S^N \\ KA^ und NF \\ a, und dreht 
man nun das Dreieck ENS^ um FN beliebig nach FNS und den 
Winkel aKA^ nach aKA^ ]| FNS, so ist KA^ \\ NS, und SA^ teilt 
EN im Verhältnis SN : KA^ ^ S^N : KA^ = NA:KA, A. h. SAy 
geht durch A. Ein von S auf der Ebene aA^ entworfenes Bild der 
Figur der Ebene aA giebt, nach aA^ zurückgedreht, das Bild in der 
uraprüngliehen Ebene mit den genannten Eigenschaften. 

4. Für die Bestrahlung in einer einzigen Ebene gilt noch: 

Sei der BestraMung zweier Figuren einer emzigen Ebene entspricht 
der Strahipunkt sich selbst als Büd und ebenso jeder Strahl dieses Punktes. 

5. Aua 3 folgt, dafs der Satz S. 75, 4 und i' auch für den Fall 
gilt, dafs beide Figuren in einer Ebene liegen. Sind im ersten Fall 
SAA^, SSB^ und SCC^ drei Strahlen in einer Ebene, und bestimmt 
man die Axe als die Verbindungsgerade der Schnittpunkte von AB 
und Aj^Bi, AC und jI^C^, so sind B^ und Cy die Bilder von BC, 
und die Geraden BC und B^G^ achneiden einander als Vorlage und 
Bild auf der Axe. Ebenso ergiebt sich S. 75, i! leicht daraus, dafs 
die Bedingung des Lehrsatzes sich bei der Drehung um die Axe 
nicht ändert. 

6. Da in einer Abbildung räumlicher Gebilde auf einer Ebene 
eine Gerade als Gerade, ein Schnittpunkt als Schnittpunkt abgebildet 
werden, so erhält man auch zwei gegenseitig bestrahlte Figuren in 
einer Ebene, indem man zwei solche Figuren zweier Ebenen durch 
Bestrahlung von irgend einem weiteren Strahlpunkt oder auch durch 
parallele Bestrahlung auf einer Ebene abbildet. Der Strahlpunkt in 
dieser Abbildung ist das Bild des Strahlpunktes jener beiden Figuren, 
die Axe das Bild ihrer Bildaxe. 

Es lassen sich umgekehrt zwei gegenseitig bestrahlte Figuren 
einer Ebene auch als Bild der Bestrahlung zweier Figuren in zwei 
Ebenen auffassen, wovon in unsem Figuren Gebrauch gemacht ist. 

7. Als grundlegende Zeichenaufgaben schhefsen sich hier fol- 
gende an: 
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Es sei gegeben der Strahlpunkt 8, die Bildwse a und aufserdem 


ein Punkt P und sein Bild P^; 


eine Gerade g und ihr Bild g-^ ; ge- 


gesucht wird: 


sucht wird: 


a) SU einem sweiten P-imkt Q 


a') 0u einer zweiten Geraden h 


das Bild ft. 


das BiU Ai- 


b) mi einer Geraden g das 


b') Bu eimm Punkt P das 


Bild g^. 


Bild P^. 



Zur Löaung beachte maü mit Benutztmg von S. 75, 3 



Bas Bild eines Punktes wird 
hesUmmt dmch seinen Strahl und 
durch das Bild einer Geraden, die 
durch den Punkt geht. 



Bild einer Geraden wwd 
bestimmt durch ihren Aa:ensi^nitt- 
pimkt und durch das Bild eines 
Punktes auf ihr. 



mpfiehlfc sick, Vorlage und Bild nicht bloa durch, die Marken an 
den Buchstaben, sondern auch durch Zeichnungen von verschiedener Farbe (Rot- 
und Blaustift) zu untersohoiden. Als -wahrer Schnittpunkt zweier Geraden gilt 
dann nur der Schnittpunkt Kweier Geraden von einerlei Farbe, abgesehen von 
den Axenpunkten, die mit beiden Tarben zu bezeichnen sind. 

8. Wenn eine Fluehtgerade gegeben ist, so kann diese wie die 
Axe zur Bestimmung des Bildes einer Geraden benutzt ■werden. 

a) Gehört die gegebene Gerade und Fluchtgerade derselben Figur 
an, so ist das Bild der Geraden paraÜel zu dem Strahl nach dem 
SchnUijomtkt der Geraden und Fluehtgeraden. 

b) Gehört die gegebene Gerade der einen Figur und die Flucht- 
gerade dem Bilde der Figur an, so ist das Bild des unendlich fernen 
Punktes der Geraden der Schnittpunkt des ihr parallelen Strahles mit 
der Fluchtgeraden. 

Im ersten Fall wird der Fluchtpunkt in unendliche Feme hinaus- 
gestrahlt, im zweiten Fall wird der unendlich ferne Punkt der Ge- 
raden auf die Fluchtgerade herein gestrahlt. 

Hiernach ergeben sich folgende grundlegende Aufgaben, bei denen 
angenommen ist, dafs der Strahlpunkt S und die Aax a gegeben ist, 
und dafs die Fluehtgerade mit f, ein Punktpaar mit PPi, eine Ge- 
radepaar mit gg^ bezeichnet wird. 

Gegeben: Gesucht: Gegeben: Gesucht: 



1) s, s„ 


f- 


i) f, Si, 


9- 


2) -P, 1",, 


f- 


6) f, P, 


Pi 


3) f, S, 


Si- 


6) /, -P,, 


F. 



§ 32. Vierseit oad Viereck. Harmonische Teilung. 

1. "Vier Gerade einer Ebene abcd, von denen nicht drei durch 
einen Punkt gehen, bilden die vier Seiten eines vollständigen 
Vierseits; ihre Schnittpunkte bestimmen drei Paar Gegenecken und 
durch deren Verbindungsgeraden drei Nebenseiten. 
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Zeichnet man zu einem voilständigen Vieraeifc ahcd (Fig. 79) ein 
i der Art, dafs die Gfegenecken L und M auf einer Nebenseite 
beiden Figuren gemeinsam sind und ebenso der Schnittpunkt R der 
zweiten Nebenseiteu — indem man diu-eh diesen Punkt R die beliebige 
Gerade BDj^B^ zieht und auf ihr die Punkte B^ iind J>j beliebig an- 
nimmt und mit L und M yerbindet, — 
so liegen beide Figuren gegenseitig 
bestrahlt von dem Schnittpunkt der 
Geraden BB^ und J5 J5, ala Strahlpunkt 
und der Neben Seite s als Axe. Denn die 
Geraden a^^ b^ c^ d^ entsprochen als Ver- 
bindui^sgeraden von Axenpunkten 
mit den Punkten B^ und D^ den 
Geraden ahcä, die von denselben 
Axenpunkten durch B und D gehen. 
Daher liegt auch Ä^^C^ bestrahlt von 
AC, und die Kebenseiten p und p^ 
schneiden einander in einem Punkt P 
der Axe. AUe Vieraeite, die mit ahcd 
die Punkte L, M und R gemeinsam haben, haben also auch den 
Punkt P gemeinsam. 

a) Auf einer Nebenseite (Strecke sweier Gegenecken) eines voU- 
stmdigen Vierseits ist ^wch den SchmUpunkt einer zweiten Nebenseife 
auch ä^ ScfmiUpmkt der dritten iesümmt. 

Man nennt die ScfmiUpimkte JR und F der beiden Nehenseiten 
harmonisch zugeordnet in Besug auf die Streik LM der Gegenecken 
des Vierseits — oder man si^; die Strecke zweier Gegeneeken eines 
voUstämdigen Vi^seits wird durch die andern Nebenseiten harmonisch 
geteilt. (Vgl. U. T. § 18.) 

Der Satz a) kann daher auch folgenden Ausdruck erhalten: 

a') Burch einen Teilpunkt einer Strecke ist der Jmrmonisch zu- 
geordnete Pimkt bestimmt. 

Wie SU L, M tmd R der vierte harmonische Punkt P bestimmt 
wird, ei^ebt obige Zeichnung des Vierseits aj\c^di. 

Da das Bild eines Vierseits stets wieder ein Vieraeit ist, so folgt: 

b) Bas Bild einer harmonisch geteilten Strecke ist wieder eine solche. 
Fafst man das Vierseit pcds oder PCDM in das Auge, so ist 

PJi eine Kebenaeite, die durch die Nebenseiten AL und CM har- 
monisch geteilt - wird. Nun ist von B als Strahlpunkt die Strecke 
JJP das Bild der Nebenseite PB, und M und L sind die Bilder der 
Teilpunkte dieati Stie<ke also wird auch PR durch L und M 
harmonisch geteilt 

c) Bie Strecke zuisclien zuei Itarmomsch zugeordneten Talpimkten 
einer Strecke uiid dmch die Grenz}unkte dei litzteien hirmoni/,ch geteilt 
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Man nennt deshalb alle vier Punkte harmonische; Ton ihaen sind 
je zwei getrennt liegende einander zugeordnet. 

Die Strahlen nach vier harmonischen Punkten heifseii vier 
harmonische Strahlen; sie bestimmen auf jeder Schnittgei-aden 
vier harmonische Punkte. 

3. Vier Punkte einer Ebene ASCD, von denen nicht drei auf 
einer Geraden liegen, bilden die Ecken eines vollständigen Vier- 
ecks. Ihre Verbindungsgeraden ergeben drei Paar Gegenseiten und 
in deren Schnittpunkten drei Nehenecken. 

Indem maji zu einer Nebeaecke als StraJüpunkt ein zweites Viereck 
zeiclmet, das mit ersterem die beiden Gegenseiten der Nebeneeke gemeinsam 
bat und überdies den Strahl nach einer zweiten Nebenecke, lafst sich 
wie in 1 beweisen, dafs im Winkel zweier Gegenseiten zugleich mit dem 
Strabl nach der zweiten Nebeneeke auch der nach der dritten bestimmt 
ist. Es sind dies vier harmonische Strahlen. 

3. Ein Vieraeit abcd (Fig. 77, S. 77) oder Viereck kann stets 
als ein Parallelogramm a-Jjj^c^d^ abgebildet werden (S. 77, 3): 

a) Wird ein vollständiges Vierseit (oder Viereck) so abgebildet, dafs 
eine Nebenseite foder die Verbindungsgerade zweier Nebenecken) FlMchtr 
gerade wird, so entsteht ein Parallelogramm. 

Umgekehrt 

b) Das Btld eines Parallelogramms ist ein vollständiges Vierseit, 
von dem eine Nehenseite Flucktgerade ist. 

4. Sind von den Grenzpnnkten einer Strecke ÄC, von deren 
Mittelpunkt B und von dem unendhch fernen Punkt F^. der zu- 
gehörigen Geladen die Punkte A^, B^, 0^, 
F^ auf einer zweiten Geraden bestrahlt, so 
sind Bj, F^ harmonisch zugeordnet in Bezug 
auf die Strecke A^G^. — Wir können nämlich 
eine Strecke A^G-^ (Fig. 81a) stets als die 
Eckenlinie eines Parallelogramms und ihren 
Mittelpunkt P^ als den Schnittpunkt der 
zweiten Eckenlinie auffassen; da das Bild 
einer solchen Figur ein vollständiges Vier- i'ig. so, 

seit ergiebt , in dem eine Nebenseite 

Fluchtgerade ist, also der Schnittpunkt B. der Nebenseite Fluchtpunkt 
wird, so folgt, dafs das Bild von AiP^C^B^^, nämlich APCE vier 
harmonische Punkte sind. 

a) Bas Bild der Grenzpunkte einer Strecke, ihres MiUelpmiktes 
und des unendlich fernen Punktes der Geraden sind vier harm^misehe 
Punkte. 

Umgekehrt kann zu vier barmoniaehen Punkten APGE stets 
ein Vierseit gezeichnet und dies so abgebildet werden, dafs eine 
Nehenseite EF in unendliche Entfernung fäUt, wodurch die Figur 
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als Parallelogramm A^S^C^D^ abgebildet wird, in welcliem die andern 
Nebenseiteti einander halbieren. Daraus folgt: 





b) Rückt im Sild von vier harmonischen FutJiien einer in un- 
endliche Entfemimg, so rückt das JBüä des ^geordneten Fwnktes in die 
Mitte der beiden andern — und imtgeJcehrt. 

5. Aue 4 a folgt in Bezug auf harmonische Strahlen; 

a) IHe Strahlen aus einem Punkt nach den Grenspunktm einer 
Sirecke, nach ihrem Mitt^mnM und wocÄ dem unendlich fernen Ptmkt 
der Geraden (d. i. der parallele Strahl) sind vier harmonische Strahlen, 
woraus dann ala besonderer Fall sieh ei^iebt: 

b) Zwei Strahlen eines Pwnktes bilden mit ihren beiden Winkel- 
halbierenden vier harmonische Strahlen. 

6. Die Abbildung ermöglicht, an Stelle der gegebenen Figuren ein- 
fachere Figuren mit bekanaten Eigenschaften ins Auge zu fassen, wie 
Parallelogramme statt der Tierecke und Vieraeiie. Können wir an einem 
solchen einfachen Bilde Eigenschaften nachweisen, die bei der Abbildung 
erhalten bleiben, wie z. B. die, dafs drei oder mehrere Punkte auf einer Geraden 
liegen, oder dafs einander drei oder mehrere Gerade in einem Punkt (in 
endlicher oder unendlicher Entfernung) schneiden, oder dafs vier Punkte 
harmonische sind, so gelten diese Eigenschaften auch für die gegebene Figur. 

§ 33. Abbildung des Kreises als Kreis. 

1. Wird ein Kreis von einem Punkte bestrahlt, so ist die Ge- 
samtheit der Strahlen, der Schein des Kreises, eine Kegelfläcbe. Wenn 
der Kreis Ton irgend einer Linie geschnitten wird, so geht der Strahl 
des Schnittpunktes, als gemeinsamer Strahl der Scheine beider Linien, 
auch durch den Sehnittpuakt der Bilder dieser Linien; berührt eine 
Gerade den Kreis, d. h. sind die Schnittpunkte von Geraden und Kreis 
einander uumefabar nahe gerflekt, so gilt das gleiche auch für die 
Bilder der Linien. Ganz allgemein gilt: 

a) Das Bild eines Schnittpunktes zweier Zdnien ist der Schnittpunkt 
der Bilder dieser lÄnien. 
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b) Bas Bild einer Berührendm und ihres Berührungspunktes ist 
Berührende und BerührumgspunM in den Bildern der betr. Linien. 

2. Nimmt man auf dem Durchmesser Äß (Fig. 82) eines Kreises 
irgend einen Punkt P und den ilim harmoniseli zugeordneten Punkt Q 
an und zieht in beiden Punkten die Senkrechten dea Durchmessers 
MNXAB, Q]i±ÄB, so heifaen F und QB in Bezug auf ein- 
ander Pol und Polare, ebenso Q und MN. 

Um nun als Bild des Kreises wieder einen Kreis zu erhalten 
und zwar so, dafs das Bild von P Mittelpunkt wird, ist der Strahl- 
punkt und die Bildebene folgendermafaen zu bestimmen. Man zieht 
erstens SQ A. QJt, macht zweitens QS = QA ■ QB und nimmt S als 
Strahlpunkt; drittens legt mau die Bildebene parallel zur Ebene SQB. 

Denn in der Kegelfläehe, die den Kreis von S her bestrahlt, ist 
SAB der Hauptaxenschnitt, daSQ und J.^ senkrecht zu QB, also Ebene 
SAB ± Ebene AQB ist (S. 7, 
4b); femer wird ein durch ABS yS\ 

gelegter Kreis von QiSberÜhrt, da 4A'\ '"'•. 

p^=§^.§5ist (H, §10, 5j; /wl "■^• 

daher ist -^ BSQ = BAS / ^^^, 

(I, §29, 4a), und da auch noch / / .^ 1^, 

A^B^ II Sq, so ist 1/- 7 Y Xp/ "'■, / 

^A^B,S^BSQ = SAB, ^^ ■ — /"^I / ''k 

d.h.dieBildebene ist ein Wechsel- 'M'"^ ' li 

schnitt, somit ist ihr Schnitt mit Fig. aa, 

der Kegelfläche ein Kreis (8.54,6). 

In diesem Bild ist A^B^ ein Durchmesser, und da das Biid von 
§ in unmefsbare Entfernung hinauerücfct, so wird Pj Mittelpunkt 
von A^B^, d. i. Mittelpunkt des Kreises. Wie MIl A^AB, so bleibt 
auch MJ^^A^AJi^, da sowohl JlfiV" als M.-^S^\ Qu und parallel 
der Ase (S. 76, 1'). 

Hierbei wurde P beliebig angenommen; ebensowohl hätte man 
von der Geraden QB ausgehen und darnach den Pol P bestimmen 
können. Hieraus ergiebt sich: 

.Eiw Kreis äöb« sfefe als Kreis abgebildet werden, während eine 
der ieiden folgenden Bedingungen erfüM ist: 

a) Ein beliebiger Punkt im Imiem des Kr&,ses zvird als Mittel- 
pumkt abgebildet und seine Folare als unendUdh ferne Gerade. Der 
Durchmesser des Punktes und die zu ihm senkrechte Sehne des Punktes 
werden als zwei zueinander senkrechte Durchmesser ahgebüdet. 

b) Eine beliebige Gerade aufserhalb des Kreises wird als unendlich 
ferne Gerade abgebildet und ihr Pol als MiUetpunkt. Die Farallde 
dm-ch den Pol imd der zu ihr s&ikreehte Durchmesser werden als swei 
SU eirumder senkrechte Durchmesst^ c 
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Anmerkung. Durch die vier Punkte ABB^A^ läfst sich ein Kreis 
legen (l § 39, 3), und dieser bestimmt als Hauptkreis eine Kugel, auf 
der die beiden Kreise um AB und A^B^ als Durckmesser liegen. Um- 
gekehrt können irgend awei 
Kreise einer Kugel (Fig. 83) 
als Wechselschnitte eines 
Kegels gelten. Die Bildaxe 
in P ha,t dann für beide 
Kreise die gleiche Potenz 
(S. 22, 4c i Tgl. IL Teil § 10, 7), 
da jede Ebene durch einen 
Punkt der Aie auf der Kugel 
einen Kreis giebt und auf den 
Kreisflächen zwei Schnitt- 
geraden, deren Abschnitte das 
gleiche Produkt ergeben. Die 
Bildase ist somit Potena- 

gerade. Durch die Drehung um die Ase können beide Figuren in eine 
Ebene gebracht werden: man erhält so die bestrahlte Lage zweier 
Kreise einer Ebene mit Bildaxe (H. T., 7. Kap.). Für den Strahl- 
punkt bleibt hierbei SA ■ SAj^=^ SB ■ SB^^, woraus folgt, dafs er Älin- 
liehkeitspunkt wird. 

3. Wir bezeiclmen als Abbildung I die Abbildung einea Kreiaea 
als Kreis der Art, dafs ein Piinkt im Innern als Mittelpunkt ab- 
gebildet wird und seine Polare in uuendlielie Entfernung hinaus- 
rückt, — als Abbildung II die Abbildung des Kreises als Kreis der 
Art, dafs die Gerade durch einen Punkt aufserhalb des Kreises, die 
in iiim seakrecht steht au seinem Strahl nach dem Mittelpunkt, in 
unendliche Entfernung hinausrüekt; dafs hierbei die Polare des Punktes 
als Durchmesser abgebildet wird, der zur Eichtung nach dem Punkt 
senkrecht steht, ist klar. 

Wird von einem Punkt P aufserhalb des Kreises mit seinen 
beiden Berührenden eine , , 

Abbildung II entworfen, 
so werden die Berührenden 
im Bild parallel zur Rich- 
tung nach dem Punkt; die 
Polare zu P geht über in 
den auf den Berührenden 
senkrechten Durchmesser, 
also in die Verbindungag 
für die gegebene Figur: 

a) Die Sehne m swe» Perührendeit 




■ade der Berührungspunkte. Daher gilt 
ist Polare ihres Schnitt 
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Je näher ein Punkt dem Umfang des Kreises liegt, desto näher 
auch seine Polare. 

b) Der Fol einer Berührenden ist ihr Beruknmgspv/nkt. 

4. a) Die Sehnen auf äen Skafdefn eines Funktes werden durch 
ihn und seine Polare harmonisch gdeüt 

Denn wenn zumehst der Punkt P innerhalb des Kreises liegt, 
so bringt eine Abbiidung I den Punkt in den Mittelpunkt P^ der 
Sehne G^D^ und 
den Schnittpunkt B, 
der Polare in un- 
endliche Entfer- 
nung, woraus die 
harmonische Tei- 
lung nach S. 82, 4a 
folgt, — Liegt der 
Punkt P aufserhalb 
des Kreises, so 
macht eine Abbil- 
dung II alle Strah- 
len durch ihn paral- 
lel, und die Polare 
des Punktes wird 
der zu dieser Richtung senkrechte Durchmesser, der die Sehnen 
halbiert, woraus wie oben die harmonische Teilung der Strahlen folgt. 

Da die harmonischen Punkte in dem Bilde eben solche bleiben, 
so folgt für den Fall, dafs der Kreis als Kreis abgebildet wird: 

b) Fol und Folare bleiben auch in dem Bilde Fol und Polare. 
Indem wir von der in § 30 eingeführten Redeweise Gebrauch 

machen, können wir nun dem in 2 betrachteten Fall der Abbildung 
auch folgenden Ausdruck geben: 

c) Der MiUelpunM eines Kreises und die unendlich ferne G&ade 
entsprechen einander als Fol und PöUwe. 

d) EiM Kräsdurchmesser und der unendlich ferne Funkt auf der su ihm 




einartder als Fohre und Pol. 

6. Ziehen wir einen Kreis 
und in seinen Schnittpunkten 
mit den Strahlen eines ge- 
gebenen Punktes P die Be- 
rührenden, so macht eine 
Abbildung I, falls der Punkt 
innerhalb des Kreises liegt, 
ihn zum Mittelpunkt P^^. Hier- 
durch werden die Sehnen als Di 




rehmesser und die Berührenden als 
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Parallelen abgebildet, derea Fluclitpimkt in der ersten Figur auf der 
Fluchfcgeraden, d. i. auf der Polaren zu P liegt. — Paus der gegebene 
Punkt F aufaerhalb liegt (Fig- 88), macht eine Abbildung II die Strahlen 
des Punktes parallel, die 




Polare des Punktea zu einem 
Durchmesser, der auf dieser 
Richtung senkrecht steht und 
der, als Mittellinie der Figur, 
den Schnittpunkt der Be- 
rührenden auf seiner Verlän- 
gerung öatMlt. Daher liegt 
der Schnittpunkt in der ur- 
Kprünglichen Figur ebenfalls 
in der Polare des Punktes. 

Die BeriikrmdeH in dm SülmlUpumktm eines jeden StraMes von 
einem Punkt schneiden einander auf der Folare des Fimktes. 

6. Bestimmt man von beliebigen Strahlen eines Punktes im 
Innern des Kreises die Pole, so macht eine Abbildung I die Strahlen 
zu Durebmeasem und bringt deren Pole in unendliche Entfernung, 
zwingt also die Pole in der Vorlage auf die Polare des gegebenen Punktes. 
Liegt der Punkt aufserhalb des Kreises, so macht eine Abbildung II die 
Strahlen parallel und bringt deren Pole auf den zu ihnen senkrechten 
Durehmesser, das Büd der Polare des Punktes. In beiden Fällen folgt: 

a) Für alle Strahlen eines 1 a') Für alle Funkte emer Ge- 

Fimktes Hegen die Pole auf der \ roden gehen die Polaren durch den 
Folare des Fünftes, 1 Pol der Geraden. 



\ 84. Der Kreis mit Viereck und Vierseit, Sechseck und Sechsseit. 



1. Entwirft man (Fig. 89) das 
Bild eines Kreises mit dem Sehnen- 
viereek AP CD so, dafs der Kreis 
als Kreis abgebildet wird, während 
die Nebenecke P, die innerhalb 
des Kreises liegt, Mittelpunkt wird, 
so werden AC und BD Durch- 
messer, und jeder Umfai^swinkel 
über ihnen wird ein Rechter; somit 
wird das Bild des Sehnenvierecks ein 
ßechteck, und die Bilder der Neben- 
öcken Q und S fallen in unend- 
liche Entfernung, da die Seiten 
paarweise parallel werden. Es ist 
somitB der Pol zu ÖS. Da zugleich 



1'. Entwirft man (Fig, 89) das 
Büd eines Kreises mit dem be- 
rührenden Vierseit aicd so, dafs 
der Kreis als Kreis abgebUdefc wird, 
während die Nebenseite r^, die 
aufserhalb des Kreises liegt, in un- 
endliche Entfernung fällt, so wird 
das Bild des Vierseits ein Parallelo- 
gramm; aus der Gleichheit seiner 
Gegenseiten und der der Abschnitte 
der Berührenden von einem Punkt 
folgt, dafs alle Seiten gleich und 
das Vierseit eine Raute. Der 
Schnittpunkt R der beiden andern 
Nebenseiten wird als Schnittpunkt 
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1 Kreis als Kreia. § 34. 



dEtö Bild von R Q ein zu dem Bild I der Eckenlinien der Raute zugleich 
von MS senirechter Durchmesser 'Mittelpunkt des eingöschriebenen 
ist, so ist auch 8 der Pol zu iJf^,! Kreises. Daher ist r^ Polare zu U. 



ebenso Q der Pol zu SS. 



In dem Sehnen viereck ist die 
Verbindungsgerade zweier Neben- 
ecken Polare der dritten Nebenecke. 



Da zugleich die andern Neben- 
seiten aia zu einander senkrechte 
Durchmesser abgebildet werden, 
so ist A^ Q Polare zu Q und B^ D^ 
Polare zu S. 

In dem ierührenden Viersdt ist 
der Schnittpunkt zweier Nehenseiten 
Fol der dritten Nebenseite. 




3. Ziehen wir noch in den 
Ecken des Vierecks ABCD die 
Berührenden, so folgt ebenfalls 
leicht aus dem Bild, dafs die Schnitt- 
punkte der Berührenden zweier 
Punkte auf den Geraden BS, SQ, 
QB liegen. 

Vier Funkte eines Kreises und 
Sehnetwieree^ und ein berührendes 
in denen die Nebensdten des lets- 
tem auf die Verhindimgsgeraden der 
N^mtecken des erstere» fallen. 

3. Sechs Punkte eines Kreises 
133456 bestimmen durch die Ver- 



2'. Zeichnen wir noch das 
durch die Berührungspunkte be- 
stimmte Sehnen vi er eck, so folgt 
aus dem Bild, dafs die Berührungs- 
sehnen je zweier Seiten einander 
paarweise in den Schnittpunkten 
r^Si, Si3i, Si^i schneiden, 
dere« Beriihrenden hesUmmen ein 



denen die Nebenecken des ersteren 
die Schnittpunkte der Nebemeiten 
t letzteren fallen,. 

3'. Sechs Berührende eines 
J7//WJFF7Jbestini- 
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bindungsgeraden je zweier aufein- 
ander folgenden Punkte ein Sechs- 
eck. Für die Schnittpunkte der 
drei Paare von Gegenseiten, i* von 
m und i5, Q Ton 23 und 56, 
R von 34 und 61 gilt der Satz 
von Pascal (1640): 

In jedem S^nensechseck emes 
Kreises liegen die SehniUpunkte der 
drei Paare von Gegenseiten auf 
einer Geraden. 



men durch die Schnittpunkte je 
zweier aufeinander folgenden Ge- 
raden ein Sechsseit. Für die 
Verbindungsgeraden der drei Paare 
von Gegenecken, p von I JI und 
XV V, q von Ulli und V VI, 
r von III IV und VII gilt der 
Satz von Brianehon (1806): 

In jedem berührenden Sechsseit 
eines Kreises gehen die VerUndwtgs- 
geraden der drei Paare von Gegen- 
ecken durch einen Punkt. 





Um zunächst den Satz vom Sechseck zu beweisen, bilden wir den 
Kreis so als Kreis ab, dafs die Gerade Pl^ in unendliche Entfernung 
rückt, dafe also lä \\ 45, 23 \\ 56 wird. Da dann 
Bogen 234 = 561 und 612 = 345 ist (I § 28, t), 
so ei^iebt die Summe, dafs Bogen 61234 = 34561. 
Zieht man diese Bogen von dem galten Umfang 
ah, so folgt; Bogen 456 = 123, somit 61 || 34, d.> 
der Schnittpunkt dieser beiden Geraden liegt in dem 
Bild ebenfalls auf der unendlich fernen Geraden. 
Daher mufs in der ersten Figur der Schnitt P, auf ^ig, oos,, 

der Fluchtgeraden PQ liegen. 

Der Lehrsatz gilt jedoch nicht blos für den Fall, dafs die sechs 
Punkte iu der Ordnung des Umlaufs der Kreislinie aufeinander folgen; 
die Reihenfolge ist wiUMrlick. Dabei kann die Scknittgerade, die sog. 
Pascal'sche Gerade, möglicher Weise den Kreia sehneiden, sodafs 
die angegebene Abbildung nicht möglich ist. Liegt nur ein Schnittpunkt 
aufserhalb des Kreises, wie in Fig. 90, b der von 34 und 61, so 
bilde man so ab, dafa, während das Bild des Kreises Kreis bleibt, 
der Sehnittpuflkt von 34 mit 61 in unendliche Entfernung fällt. 
Dann ist Bogen 14 = 36, also Bogen 614 = 361, somit ^5 = ^2, 
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QP35 ein SehnenTiereck, sodafa nun auch -^ QP5 = Q3S = -^ 325 
= 345, ■^QP5 = 345, QP\\34\\61; hieraus aber folgt, dafs in 
der ersten Figur 61, 34 und PQ durch einen Punkt gehen. 





Fallen alle drei Schnittpunkte in den Kreis, wie in Fig, 90c, 
so bilden wir den Kreis als Kreis so ab, dafs in dem Sechseck 




123654 der Schnittpunkt P^ von 12 und 65 und der Schnittpunkt 
§, Ton 23 und 54 in unendliche Entfernung fallen, dafs also 12 {| 65, 
23 |] 54 wird. Dann ist Bogen 15 = 62, 53 = 24, also 153 = 624, 





somit 36 j] 41, woraus folgt, dafs der Schnittpunkt ü von 41 und 
36 in der ersten Figur auf der Geraden P^Q^ liegt. Dann liegt das 
Dreiseit 14P bestrahlt von 63Q (nach S. 75, i'). Daher geht die 
Gferade 61 durch den Schnittpunkt jR von PQ und 34 als dem 
Strahlpunkt. 

Wenden wir uns zweitens zu dem berührenden Sechsseit, so wird 
in einem Bild des Kreises als Kreis, in dem zwei Paar Berübrungasehnen 
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parallel sind, nach Vorangehendem auch das dritte Paar parallel; also 
fallen die Verbindimgs geraden der Kreismitte mit zwei gegenüber- 
liegenden Schnittpunkten der Berührenden aufeinander (I, §27, ö); 
somit schneiden einander die drei Verb in dunga geraden der gegenüber 
liegenden Schnittpunkte im Mittelpunkt, daher auch in der ersten 
Figur in einem Punkt. 

Übrigens sind auch p, q, r die Polaren der Schnittpunkte der 
Berührungsehnen zu III und IT V, II III und F VI, III IV und 
VI I. Da diese Schnittpunkte auf einer Gteradea liegen (nach dem 
Satz Yon Pascal), ao achneiden einander pqr in einem Punkt (8.87, 6a'). 



Achtes Kapitel. 

Die Kegelschnitte als Bilder des Kreises. 

§ 35. Ärkn der Kegelschnitte. 

1. Kegelschnitt keifst jedes Bild eines Kreises sowie das Bild 
eines solchen Bildes (den Kreis selbst natürhch mit eii^eschlossen). 

Aile Eigenschaften des Ki-eises und der Figuren am Kreis, die 
bei der Abbildung sich nicht ändern, haben ihre Giltigkeit für die 
Kegelschnitte. Gemäfs S. 83, i folgt somit: 

a) Eine Gerade in der Ebene eines Kegelschmttes schneidet diesen 
entweder in mvei jPw«ftfeM, oder sie iemhrt ihn, oder sie hat hein,en Punkt 
mit dem Kegelschnitt gemein. 

b) Von einem Fm^t in der Ebene eines Kegelschnittes Mnnen an 
diesen entweder zwei SerOJi/rende gezogen werden, oder keine, oder 
eine — das letztere nämlich, sobcdd der Punkt auf dem Kegelschnitt 
selbst liegt. 

Im ersteren Fall sagt man, der Punkt liege aufserhalb des 
Kegelschnittes, im zweiten Fall innerhalb. 

2. Wird ein Kreis oder Kegelschnitt so abgebildet, dafs eine 
Gerade, die ihn nicht schneidet, Fluchtgerade wird, so hat das 
Büd keinen unendlich fernen Punkt und heilst Ellipse (Fig. 92 a); 
berührt die Fiuchtgerade die Vorlage, so hat das Bild einen unendlich 
fernen Punkt und eine unendlich ferne Berührende und heifst Parabel 
(Fig. 92 b); schneidet die Fiuchtgerade die Vorlage, so hat das Bild 
zwei unendlich ferne Punkte und heifst Hyperbel (Fig. 92c). Im 
letzten Fall heifsen die Büder der Berührenden jener Schnittpunkte 
die Asymptoten des Kegelschnittes; dieselben sind als Berührende 
aufzufassen, deren Berührungspunkte in unendliche Ferne hinaus- 
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gerückt sind, denen sich also der Kegelschnitt mehr und mehr nähert, 
ohne sie in endhcher Entfernung zu erreichen. 




Da bei einer Abbildung nur eine Gerade in unendliche Ent- 
fernung hinausrückcn kann und umgekehrt unendlich ferne Punkte 
im Bild wieder hereinkommen, so folgt aua a, dafs jeder Kegelschnitt 
einer der drei genannten Formen angehören mufs. 

3. Ist S der Strahlpunkt, a die Bildaxe mid f die Fluchtgerade, 
so findet man zu einem Punkt P 

der Vorlage das Bild, indem man 
durch den Punkt P eine Ge- 
rade p in der Vorlage zieht, 
die die Axe in Q, die Flucht- 
gerade in F schneide. Das 
Bild dieser Geraden ist die durch 
Q parallel zu 8F gezogene Ge- 
rade. Der Schnittpunkt dieser 
Geraden mit dem Strahl SP 
ist das Bild des Punktes P. 
Wählt man als Gerade p die 
Berühi'ende in P, so ist deren " '^' "^ " 

Bild ebenfalls Berührende. 

4. Bei der Ellipse und Parabel erhält man alle Punkte des Bildes 
durch die Halbstrahlen des Strahlpunktes nach den Punkten der Vor- 
lage; bei der Hyperbel dagegen erhalt man nur den Teil einerseits der 
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Fiuchtgeradeii auf diese Weiae. 

Gegensfcrahlen der betr. Punkte. 

Paratel wie beim 

Kreia alle Punkte 

desEegelschüitfces 
einerseits Toa 
einer Geraden, 

die den Kegel- 
schnitt in einem 
Punkt berührt 

oder in keinem 

Punkt trifft; da- 
gegen besteht die 

Hyperbel aus zwei 

Teilen, die je 

auf den Gegen- 
seiten solcher 

Geraden liegen 



den andern Teil aber durcli die 
Deshalb Kegen bei der EUipse und 




§ 36. Mittelpnnkt, Dnrchmesser und zugeordnete Sehnen. 

1. Die Bilder harmonischer Punkte sind wieder solche; somit 
folgt aus S. 86, 4a: 

a) Auf allm Strahlen eines Funktes, die dnen Kegelschnitt scJmeiden, 
werden die Sefmen durch den PtmM und eine emsige Gerade harmonisch 
geteilt. 

Diese Gerade, auf welcher die dem Punkt harmonisch zugeordneten 
Punkte liegen, heifst die Polare des Punktes; der Punkt selbst 
heifst ihr Pol. 

Auch die in § 33, 3, 5 u. 6 und § 34 gegebenen Sätze gelten für 
die Kegelschnitte, da sie sich nur auf Pol und Polare und die Schnitt- 
punkte von Geraden beziehen. 

b) Zur 'Besti/mmti/ng der Polare 
eines JPttnktes P kann daher ein 
Sehnenviereck gezeichnet werden, 
von dem der Punkt eine Nebenecke 
ist; die Polare ist dann die Ver- 
bindungsgerade der beiden andern 
Nebenecken. 

c) Liegt der Punkt aufser- 
halb des Kegelschnittes, so ist da- 
mit auch die Aufgabe gelöst, fwr die 



b') Um £U einer 

den Pol zu finden, nimmt 
man zwei Punkte der Geraden als 
Ecken eines berührenden Vierseits; 
der Schnittpunkt der beiden andern 
Nebenseiten giebt dann den ge- 
suchten Pol. 

c') Schneidet die Gerade den 
itt, so ist hiernach auch 
Aufgabe gelöst, für die in den 
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Grempunkten einer Sehne gezogenen 
Berührenden den Sckmttpwikt zu 



von dem PwnM ausgehenden Be- i 
rührenden die Berührungspunkte zu . 
hesUmmen. Es können hierzu auch j 
drei Strahlen des Punktes benützt 
werden. 

2. Bei der AbhÜdung eines Kreises oder Kegelscbnittea wird 
immer das Bild einer Geraden der Vorlage in unendliche Entfernung 
hinausrücken, nämlich das Bild der Fluchtgeraden f, welche durch 
die zur Bildebene parallele Strahlebene bestimmt ist. Auf den Strahlen 
durch den Pol M (Fig. 93) der Fluchtgeraden rücken die ihm har- 
monisch zugeordneten Punkte im Bild in unendliche Entfernung, somit 
das Bild des Punktes selbst in die Mitte aller durch ihn gezogenen 
Sehnen. Bei der Ellipse liegt dieser Mittelpunkt im Innern, da 
die Fluchtgerade die Vorlage nicht schneidet; bei der Hyperbel 
liegt er aulsen, im Sehnittpimkt der Asymptoten, da diese die Bilder 
der Berührenden in den Schnittpunkten XY der Pluchtgeraden sind, 
somit (nach 8. 85, 3 a) ihr Schnittpunkt Pol der Berührungssehne ist. 
Bei der Parabel ist der Pol der Fluchfcgeraden ihr Berührungs- 
punkt (nach S. 86, 3 b), sein Bild fällt somit ebenfalls in unendliche 
Entfernung. 

a) Die Ellipse und die Hyperbel hat einen Mittelpunkt, das Bild 
des Poles der Fluchlgeraden der Vorlage. In der Hyperhd ist der 
Schnittpwikt der Asymptoten der Mittel/pimkt. 

3. Alle durch den Mittelpunkt eines Kegelschnittes gezogenen 
Sehnen heifsen Durehmesser desselben. In der Parabel heifsen 
Durchmesser die zu einander parallelen Halbstrahlen nach dem un- 
endlich fernen Punkt, d. h. die Bilder der Sehnen des Berührur^s- 
punktes der Fluehtgeraden. 

Da ein Durehmesser AB das Büd einer Sehne AB ist, die durch 
den Pol M der Fluchtgeraden geht, so müssen die Berührenden in A. 




und B sich in der Vorlage auf der Polare zu M schneiden (S. 86, s), 
d. i. auf der Fluehtgeraden, sie müssen also im Bild parallel sein. 

a) Die Berührenden an den Orenzpunkten eines Durchmessers 
sind pa/raUel. 
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Die Richtung der Berührenden an dem Grenzpunkte eines Durch- 
■s heilst diesemDurchmesser zugeordnet (konjugiert); ebenso 
Keifet jede mit der Berührenden parallele Sehne FR. 

In der Vorlage schneiden einander diese Berührenden und Sehnen 
in F auf der Fiuchtgeraden, und AB teilt als Polare zu F die Sehne 
PIt harmonisch in Q. Im Bild fallt F in unendliche Entfernung; 
somit fällt der zugeordnete Punkt Q in die Mitte der Sehne. 

b) Fin Durchmesser Imlbkrt alle ihm sugeordneten Sehnen, 
und umgekehrt: 

c) Wird eine Sehne von einem Dwrchmesser halbiert, so ist sie 
ihm sugewdnet. 

4. Da die zu AS zugeordnete Sehne PE in der Vorlage darch 
den Pol F der Geraden AB geht, so müsaen die Berührenden i 
Grenzpunkten von PJR einander in der 
Polare des Punktes F, d. i. auf der Ge- 
raden AB schneiden (S. 86, e). D. h.: 

a) Die Berührenden in den Grenz- 
punkten der einem, Durchmesser zugeord- 
neten Sehnen schneiden einander paarweise 
auf dem Durchmesser. 

Insbesondere müssen hiernach die Be- 
rührenden in den Grenzpunkfcen des zu- 
geordneten Durchmessers CD einander in 
dem unendlich fernen Punkt des ersten 

Durchmessers AB aehneiden; daher ist dieser dem Durchmesser CD 
zugeordnet. Damit ist bewiesen: 

b) Werm ein Dv/rchmesser einem andern sugeordnet ist, so ist 
amh letzterer dem ersteren zugeordnet. 

5. Verbindet man den Punkt 8 (Fig- 93) mit der Mitte Q der 
Sehne JPB der zugehörigen Berührenden, so erhält man die Itichtm 
eines Durchmessers SQ 
(3cund4a), dem die Sehne 
FB., die Polare zu S, 
(S. 85, 3 a) zugeordnet ist. 

Die Folo/re eines Punktes 
hat die dem Du/rchmesser 
desseRien eugeordnete Rich- 
tung. 

Für den inneren Punkt F 
(Fig. 94) und dessen äufsere 
Polare BS gilt nämlich 
dasselbe, da die letztere die dem Durchmesser ABC zugeordnete Sehne 
BPD harmonisch teilt; der Schnittpunkt mit der Polare mufs in 
unendhche Entfernung fallen, da P Mittelpunkt ist. 
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6, Für die Parabel und Hyperbel ergeben sieb besondere Eigeii- 
Bchaften in Bezug auf die unendlich ferne Berührende oder Schnei- 
dende. So folgt für die Parabel, in der BD Polare au Q ist und 
QATCai ein Durchmesser, in der also ein Grenz- 
puultt des Durchmessers in unendliche Entfernung 
rückt, die Gleichheit qA = AF, d. h.: 

a) Die Parabel halbiert die Strecke vom Schnitt- 
punkt sweier Berührenden nach dem Mittelpunkt der 




lu der Hyperbel sind die Asymptoten MXx und p;g <ps. 

JfF^ (Fig. 93, b) die Bilder der Berührenden MX 
und MY der Pluchtgeraden XY, und ein Durchmesser ist das Bild 
einer Sehne AB, die durch M gebt und deren Pol F der Schnitt- 
punkt der Fluchtgeraden mit den Berührenden in A und B ist. Daher 
wird XY durch F und AB harmonisch geteilt; MF, MX, MA und 
MY amd vier harmonische Strahlen in Vorlage und Bild. D. h..: 

b) In der Myperbel hüden 
die Asymptoten mit einem Durch- 
messer imd der sageordneten Bich- 
twng vier harmonische Strahlen. 

Hieran schliefst eich ein für 
die Bestimmung von Punkten der 
Hyperbel brauchbarer Satz: 

c) Die Abschnitte einer Ge- 
rädert zwischen der Hyperbel tmd 
ihren Asymptoten sind einoMder 
gleich. 

Denn die Sehne VN wird 
durch den zugeordneten Durchmesser QP halbiert, NP ^= PV, und 
ebenso der Abschnitt der Geraden zwischen den Asymptoten, 
WP = PZ, da der zu P harmonisch zugeordnete Punkt in unend- 





liche Entfernung fällt, weil der zugeordnete Durchmesser QS || WZ 
ist. Daher ist WP ^NP=PZ-~PV oder WN = VZ. 



yGoosle 



VlII. Kap. Kegelschnitte als Bilder des Kreises. 



97 

Eine ebenso einfache Beziehung, wie die eben abgeleitete, ergehen 
auch zwei Berührende a und h (Fig. 97) und die Asymptoten c, ä. 
Diese vier Geraden bilden ein berührendes Vierseit A^B^C^D^, wobei 
eine Seite des zugehörigen Sehnenyierecks ABCm T)<t, in unendlicher 
Entfernung liegt. Daher mufs ("nach S. 88, 2") der Sehnittpunkt der 
Kebenseiten B^B^ und E^^F.^ m den fechnittpunkt von AB und 
Ca:,D^, d. i. m unendhehe Entfernung fiUen, m a. W.: 

d) Die Veihindungsge^aden det Schnittpunkte zweier Berührenden 
l mit dtn Asymptoten sind paralld (der J~ 





Hiernach lassen sich zu den Asymptoten tmd einem , 
Punkt (oder einer gegebenen Berührenden) wettere Punhte oder Berüh- 
rende geichnen, wie in Fig. 98 a und b angedeutet. 



§ 37. Bestimmung der Kegelsclmitte durch Punkte und Berühreade. 

1. Die für alle Kegelschnitte geltenden SiUse von Pascal und 
Brianckon (S, 89, 3 und a') können dazu dienen, die Aufgaben zu lösen: 



Zu fünf Ptmkten eines Kegel- 
schnitts ist ein sechster zu finden. 

Die fünf gegebenen Punkte seien 
12346, und der 
sei der Schnittpunkt 




durch 5 gezogenen Strahles mit 
dem Kegelschnitte. Der Schnitt- 
punkt von 12 und 45 sei P, der 



Zu fünf Berührenden emes Kegelr 
sdmitts ist eine sechste zu finden. 

Die fünf gegebenen Berührenden 
seien J 7/ IJI IV V, und die ge- 
suchte Berührende schneide die Be- 
rührende V in 
Punkt Öl- Die 

Verbindungs- 
gerade p der i 
Schnittpunkte 
1 II und lY V 
und die Verbin- 




II in mit Q, 

schneiden ein- 
ander in einem Ptmkt 8; dann 
mufs nach Brianchon die sechste 
Berührende mit der ersten in dem 
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von 23 und dem StraM durch 5 
sei Q, und PQ (oder s) werde von 
34 in Ji getroffen; dann mufs 
nach Pascal der sechste Punkt 
auch auf IR liegen, also der 
Schnittpunkt von IR und Q5 sein. 

Indem man die Gerade s sich 
um P drehen l'älst, gleiten die 
Schnittpunkte Q und P, auf 23 
und 5 4 hin, und man erhält durch 
die Verhindungageraden dieser 
Punkte mit 5 und 1 heliehig viele 
Punkte des Kegelschnitts. 

3. Rücken zwei auf einander 
folgende Punkte des Sehnensechs- 
ecks einander unbeschränkt nahe, 
so wird die betr. Seite eine Be- 
rührende, wobei nun der Pascal'sche 
Satz auch für diese Gerade gilt. 

Hiemach lassen sich nun die 
a) In einem von fünf gegebenen 
Punkten eines Kegelschnitts ist die 
Berührende su seiämen. 



Punkt P^ zusammentreffen, wo die 
Verbindungsgerade r von S und 
III IV die Bei-ührende 7 schneidet. 



Indem man den Punkt S auf y 
hingleiten läfst, drehen sich g und 
r um (3 und P,,, nnd man erhält 
durch den Schnittpunkt dieser 
Geraden mit F und I beliebig viele 
Berührende des Kegelschnitts. 

3'. Bücken die Berührungs- 
punkte zweier auf einander fol- 
genden Berührenden einander un- 
beschränkt nahe, so wird ihr 
Schnittpunkt selbst Berührungs- 
punkt, ohne dafs der Satz von 
Brianehou seine Geltung verliert. 
Aufgaben lösen: 

a') Avf einer von fünf gegebenen 
B&'Uhrenden eines Kegelschnitts ist 
der Berührungspunkt s 




Wir numerieren die fünf Punkte 
so, dafs der Punkt, in dem die 
Berührende gezogen werden soll, 
die Nummer 1 und 6 erhält, 
zeichnen die Pascal sehe öerade 
PQ, auf welcher durch 34 ein 
Punkt P der Berührenden erhalten 
wird. 




Wir numerieren die fünf B%- 
rührenden so, dafs die Gerade, 
deren Berühi-ungspunkt gefunden 
werden soll, die Nummer I und VI 
erhält, bestimmen den Brianchon- 
schen Punkt pq, durch den mit 
III IV die Gerade r nach dem 
Berührungspunkt erhalten wird. 



Ebenso können die folgenden Aufgaben gelöst werden, indem bei 
gröfserer Zahl der gegebenen Punkte der Satz von Pascal, bei gröfserer 
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Zahl der gegebenen Berührenden der von Brianchon angewendet wird. 
Man giebt im ersteren Fall dem Berührungspunkt einer gegebenen 
oder gesuchten Berührenden zwei auf einander folgende Nummern 
des Sechsecks, ebenso im letzteren Fall der Berührenden, deren Be- 
rührungspunkt gegeben oder gesucht ist. 

Es sind tveitere Punkte oder berührende zu bestimvim, wemn von 
einem Kegelschnitt gegeben sind: 



b) vier PuiiMe und die Berüh- 
rende in ein&n dersäben; 

e) drei Punkte und die Bmih- 
rende in zweien derselben. 



b*) vier Berührende und der Be- 
rührungspunkt auf einer derselben. 
c') drei Berührende und der 
Berükrwngspunkt auf zweien der- 
selben. 
3. Durch fünf Punkte 1334 5 eines Kegelschnittes läfst sich 
aufser diesem kein weiterer Kegelschnitt legen. Gäbe es nämlich 
noch einen aweiten, so müfste ein beliebiger Strahl durch 5 (Fig. 99) 
die beiden Kegelschnitte in zwei Punkten x und y schneiden, der 
Art, daCs sowohl 1334.5x, als 13345y ein Pascalsches Sechseck 
wäre. Nun ist aber durch die Schnittpunkte von 12 und 45, 23 
and 5xy die Paacalsche Gerade PQ bestimmt und durch deren 
Schnitt P, mit 3 4 auch die Gerade Pl, auf welcher der sechste 
Punkt liegen mufs. Daher ist dieser Punkt durch den Schnittpunkt 
des Strahles durch 5 mit PI eindeutig bestimmt. Jeder Strahl durch 
5 trifft nur je einen Funkt eines einzigen Kegelschnittes. 

In ähnlicher Weise lassen sich die übrigen folgenden Sätze 
ableiten, 

fi Kegelschnitt ist eindeutig iestimmt, wenn von ihm gegeben sind: 



Serüh- 



a) fünf Punkte; 

b) vier Punkte und c 
rende in einem derselben. 

c) drei Punkte und die Beruh- 



a') ftmf Berührende; 
b') vier Berührende u/nd der Be- 
rührungspunkt auf einer derselben; 
c') drei Berührende und die Be- 
rührungspunkte auf zweien der- 
selben *). 

4. .Es ist stets möglich, einen Kegelschnitt nu zeichnen zu folgenden, 
'beliebig angenommenen fünf SesUmtmtngsstäcJcen (Funkten oder Berüh- 
renden) desselben: 



a) s>u drei Punkten und je einer 
Geraden durch zwei derselben, 

b) «M vier PimMen und ^er 
Geraden durch ein^ derselben, 

c) eu fünf Punkten, 



unter der Bedingung, dafs nicht 



a') m drei Geraden imd je einem 
Punkt auf euieien derselben, 

b') m vier Gerad^i und ^/nem 
Pmikt auf eimer derselben, 

c) £u fünf Geraden, 



§ 39 (ausschlierslicli § 39, ') übergegaugeu 
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r des Kreises. 



1) drei Pmikte auf t 
smnen Geraden liegen, 



l') drei Beruhrmde dm-ck einen 
ffememsamen Punkt gehen oder paraUel 

2') zwei Berührende dm-ck em&n 



Berüh- 



i Gerade SA und SB, ihre Berükrungspimkte A 

zeichnet maa in den Winkel 

1 (in jij und Bj^) berührenden 



2) ewd Punkte auf i 
renden liegen. 

Sind ZTinäckst a) zi 
und B und ein weiterer Punkt C gegeher 
der Geraden, in dem der Punkt C liegt, ei 
Kreis und zieht den Strahl SC, der 
den Kreis in C^ trifft. Dann liegt i 
A ABC bestrahlt von A^ B^ C^ 
(S. 75, i), wobei SA als Bild von 
SA^ gilt und SB als BUd von SB^ 
(S. 79, 4). Das Bild des Kreises 
ist der Kegelselinitt, der die ver- 
langten Bedingungen erfüllt. 

Sind dagegen b) vier Punkte 
und eine Gerade gegeben, so nume- 
riert man den Berührungspunkt mit 
13, die andern Punkte mit 3, 45 
und 6 und zeiclmet nach Pascal die 
Gerade 45. Zu den Berührenden 13 
und 45 und dem Punkt .3 
a) einen Kegelsoknitt. Den Schnittpunkt < 
Geraden 56 findet man durch das schon gezeichnete Pascalsche Sechseck, 
d. b. dieser Schnittpunkt ist 6. 

Sind c) fünf Punkte gegeben, so numeriert man sie mit 13, 3, 4, 5, 6 
und zeichnet nach Pascal die Berührende 13. Dann ist nach b) ein Kegel- 
schnitt mögKch, dem 13, 5, 4, 5 angehören und dann auch, wie eben 
angegeben, der Punkt 6. 

Ebenso werden die übrigen Sätze a', b', c' bewiesen (vgl. II § 25, i'). 




I Bestimmungsstücke giebt es dann nach 



§ 38. Bedingungen der bestrahlten Lage zweier Kegelschnitte. 

1. In § 37, 3 wurde die Zahl der Punkte und Berührenden 
angegeben, durch welche ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt ist. 
Wenn in solcher Zahl die Stücke zweier Kegelschnitte paarweise be- 
strahlt liegen, so gilt dies für die Kegelschnitte selbst. Denn bildet 
man den einen Kegelschnitt mit seinen fünf gegebenen Stücken in die 
zweite Figur hinein ab, so erhält man als Bild einen Kegelschnitt, 
welchem die Bilder der Stücke angehören. Dieses Bild des ersten 
Kegelschnittes mufs aber den zweiten Kegelschnitt decken, da durch 
die fünf bestrahlten Stücke nur ein Kegelschnitt möglich ist. 
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Zwd Kegelschnitte liegen gegenseitig 
fii/r folgende Stücke gilt: 



a) fimf Ptmkte, 

b) vi^ Ptmkte und die Berüh- 
rende in ' 

c) drei Pwi&fe tmd die Berüh- 



a') fünf BerOhrende, 
W) vier BerOhrende und den Be- 
rukrungsptmkt auf einer derselben, 
c') drei Berührende und die Be- 
rührungspunkte <mf zweien der- 
selben*). 

2. Wie ein Kreis der Art ala Kreis abgebildet werden kann, 
dafs ein beliebiger Punkt innerhalb der Kreisfläcke zum Mittelpunkt 
wird (§ 33, 2), so ist dies auch für jeden Kegelschnitt der Fall, 

Ist P ein Punkt im Innern des Kegelschnitts, AB dessen Durch- 
messer, CI) dessen zugeordnete Sehne, und sind M und L die äufseren 
Nebenecken des Sehnenvierecka ACBD, so errichtet man in deren 
Mitte M die Senki-eckte SM = MB und nimmt S ala Strahlpunkt. 
Auf einem Strahl 
8A kann dann 
ein Punkt A.^ als 
Bild von A an- 
genommen und 
durch ihn die 
Bildebene parallel 
zur Ebene SBL 
gelegt werden. 

Dann wird CD, 
da es parallel zur 
Flu cht ger adenBX 
und der Ase ist, 
auch als Parallele 
CiDj abgebUdet 
(S. 75, a c), 

A^B^ II SM, 
somit _L G^B^,' 
B^G^W SR, düB 

Fluchtpunkt auf BC ist, kurz es ist A PiB^C^o^ MSR, d. h. ein 
gleichscb enkeliges rechtwinkeliges Dreieck; A^Gj^B^D^ ist ein Quadrat, 
um das man einen Kreis beschreiben kann, in dem die Berührende 
in j4j parallel C^Di, also parallel der Axe und der Berührenden in A ist. 
Somit liegen die vier Ecken des Quadrats und diese Berührende des 
Kreises bestrahlt von den entsprechenden fünf Stücken des Kegel- 
schnittes. Der Kreis ist also das Bild des Kegelschnittes, der Mittel- 




,■ AbwecliEelung i 
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pimkt P^ das Bild von P, während die Polare ML von P im Bild 
in unendliche Entfernung hinausgerückt ist. 

Wir haben hierbei P beliebig im Innern des Kegelschnitts an- 
genommen. Wir hätten ebensowohl von der auf serhalb liegenden 
Geraden HL ausgehen, hierauf ihren Pol P und in der angegebenen 
Weise die Punkte It und L bestimmen können. 

Es folgt hieraus der Satz von Poncelet (1813): 
Lün Kegelschnitt kamn stets als Kreis abgebildet werden, während 
ungleich eine der folgenden Bedingtmgen erfüUt ist: 

a) Mn beUebigey Punkt im Innern des Kegelschnittes wird als 
Krdsmitte^nM abgebildet und seine Polare ah miendlich ferne Gerade. 
Der Durchmesser des Punktes und seine zugeordnete Sehne werden als 
ewei SU einander senkrechte Durckmesser abgebildet. 

b) Eine beliebige Gerade aufserhalb des Kegelschnittes wird als 
tmendlich ferste Gerade abgebildet und ihr Pol als Kreismittelpunkt. 
Der der Geraden zugeordnete Durchmesser und die ihr paarallele Sehne 
des Poles werden als swd su einander smkrechte Durchmesser (ü>gänldet. 

Die Bedingungen für diese Abbildung sind: 

In dem Viereck, das durch den Durchmesser des Punktes wnd seine 
mgeordnete Sehne bestimmt ist, zeichnet man su den beiden äufseren 
Nebenecken eine Mittelsenkrechte wid nimmi a/uf ihr den Strahlpunkt 
in ämeai Abstand mt, der gleich der Hälfte der Strecke zwischen den 
Nebenecken ist Die Bildebene wird parallel mr StraMenebene durch 
diese Nebeneclcen gelegt. 

3. Zum Nachweis, dafs fünf Paare gegebener Punkte oder Be- 
rührenden zweier Kegelschnitte in einer einzigen Ebene gegenseitig 
besti-ahlt liegen, ist sowohl die Lage der entsprechenden Punkte auf 
Strahlen des Strablpunktes, als die Lage der Schnittpunkte ent- 
sprechender Geraden auf dei- Axe uachzuweisen (S. 79, a). 

a) Zwd KegelscfmiMe einer Ebene liegen gegenseitig bestrahlt von 
dem Schnittpunkt zweier gemeinsamen Beriikrenden, wenn beide Kegel- 
schnitte irmerkalb eines Winkels dieser Geradm liegen oder innerhalb 
eines Winkels und des Scheitelwinkels. 

Denn die beiden Berührenden entsprechen einander selbst als 
Strahlen des Strahlpunktes (S. 79, i), und die Dreiecke aus den 
beiden Paaren von Berührungspunkten und einem Paar der Schnitt- 
punkte eines beliebigen weiteren Strahles liegen gegenseitig bestrahlt 
(8, 75, *), also im ganzen fünf Stücke. 

Insbesondere folgt hieraus: 

b) Zwei Kegelschnitte einer Ebene mit gemeinsamer Berührungs- 
sekne liegen gegenseitig bestraMt zum Schnittpunkt der gemeinsamen 
Berührenden als Strahlpunkt und su der Geraden durdi die Berührungs- 
punkte als Axe. 

Zusatz. Wenn in einer Ebene zwei Kegelsclinitte so liegen, dafs 
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zu einem und dem'iolben Punkt im Innern der lieiden Kegelschnitte die 
beiden nauh 3 beatunmten ;Vierecke zwei gemeinsame äufsere Neben- 
ecken haben, so kjnnen diese Kegelschnitte als Bilder zweier Kreise mit 
einem Mittelpunkt aufgefafst werden der Art, dafs der genannte Punkt 
als Kieiismittelpunkt abgebildet wird und seine Polare ElucMgerade für 
iie unendliLb fernen Punkte der Ebene beider Kreise ist. Wie beide 
lueise gegenseitig bestrahlt sind in Bezug auf ihren Mittelpunkt als 
Stiahlpunkt, so gilt dies auch für beide Kegelschnitte in Bezug auf jenen 
Pimkt dK Stiahlpunkt und seine Polare als Axe. (Vgl. Fig. 106 a und b.) 



§ 39. Axen, Brennpunkte und Leitgeraden. 

1. Um den Übergang zu vermitteln von solchen Eigenschaften 
der Punkte und Geraden in Kegelschnitten, die sieh bei der Abbildung 
unmittelbar von der Vorlage auf das Bild übertragen lassen, zu solchen 




Eigenschaften, für welche dies nicht der Fall ist, benutzen wir zwei 
Kegelschnitte einer Ebene mit gemeinsamer Berührungssehne XY. 

Es seien AB und Ä^ß^ 
Seimen des einen und Be- 
rührende des andern Kegel- 
schnittes. "Wir bilden die Figur 
so ab, dafs die Berührun^- 
sehne XY Fluchtgerade wird; 
dann sind die Bilder der Kegel- 
schnitte Hyperbeln mit gemein- 
samen Asymptoten OXa, und 
OY^. Der Schnittpunkt S der 
beiden Berührenden AB und 
A^Bi liegt auf dem der Be- 
rührungssehne TT^ zugeordneten 
Durchmesser OS (S. 95, 4 a), der Ai 




Sehne TT, halbiert, der also 
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auch dureli die Mitten von allen zu IT^ parallelen Strecken geht, die 
Ton AB und Äj^B^ begrenzt aind. Der Durchmesaer OS halbiert 
aber auch die von den Asymptoten begrenzten Strecken solcher 
Parallelen, da im Winkel der Asymptoten der zu TT^ parallele 
Strahl harmonisch zugeordnet zu OS ist (S. 96, 6 b). Daher aind 
auch auf der durch A zu TT^ parallel gezogenen Geraden die Strecken 
zwischen den Asymptoten und den Geraden AS und B^S einander 
gleich. Daraus folgt (nach S. 96, 6 o), dafs diese Parallele die Gerade 
SBi in einem Fhnkt der durch A gehenden Hyperbel achneidet, 
d. h. eben im Punkt B^; ea ist also AB^ \\ TT^. Ebenso folgt 
A^B II TT^ II AB^. In der Vorlage schneiden somit AB^ und A^B 
einander in einem Punkt L der Geraden XT. 

Verbindet man nun weiter A und A^ mit einem Punkt P von 
Xy und vervollständigt die Sehnendreiecke AGB und J,jC(B(, ao 
büdet B^AGBA^C^ ein Pascalsehes Sechseck mit L und P als Schnitt- 
punkten der Gegenseiten B^A und BA^, AG und Aj^G^^. Daher mufa 
auch der Schnittpunkt von CB und Cj-B^ auf PL oder X Fliegen. 

a) Wefin in emem Kegdschnitt ein Dreieck so iewegt wird, dafs 
sdne Ecken stets auf dem Kegelschnitt bleiben, eine Sdte desselben stets 
einen zweiten Kegelscfmiü heruhrt, der mit ersterem ei/ne Bemhnmgssekne 
gemeinsam hat, während eine sweite Seite des Dreiecks stets durch einen 
bestimmten Punkt dieser Geraden geht, so dreht sich auch die dritte Seite 
um einen bestimmten Pv/nlit der Geraden. 

b) Die berührende Seitenstrecke des Dreiecks wird durch den Be- 
rührumgspmikt und den Scknit^nkt der Geraden harmonisch geteilt. 

Das letztere folgt daraus, dafs im BÜd auch AT ^ TB iat 
(S. 96, 6 c), während der Schnittpunkt von AB mit XY in unendhche 
Entfernung fällt. 

Man erhält daher T, indem man AB und PB zieht und deren 
Schnittpunkt mit G verbindet; dieae Verbindungagerade trifft AB in T. 
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Zusatz. Der Satz gilt auch für zwei Kegelschnitte von der im 
Zusatz zu § 38, 3 aagegebenen Lage (Fig. 106 a), wobei an Stelle der 
Beruh ningsselme die Verbindwngsgerade der äufsereii Nebenecken tritt. Der 
Beweis ergiebi sich leicbt aus der Abbüdung (Fig. 106 b). 

2. Axen. Besclireibeii wir um den Mittelpunkt M einer Ellipse 
oder Hyperbel einen Kreis, der jene in zwei Punkten A und .F 
schneidet, so mufs derselbe auch durch die gegengesetzten Punkte A^ 
und TJj gehen. Die Durchmesser ÄSj || JiA^ 
und FFj II AB halbieren die Sehnen AB und 
BA^, sind also einander zugeordnet, wobei 
ABXBA^. 

a) In der Ellipse und Hyperbel giebt es 
zwei gu einander senhret^te mgeordnete Rich- 
tungen. 

Die Durchmesaer dieser Eichtun gen heifsen 
Axen des Kegelscknittea. 

b) In der Hyperbel halbierert die Axen rig. 107. 
die Winkel der Asymptoten, da die zugeord- 
neten Durchmesser und die Asymptoten vier harmonische Strahlen 
bilden (S. 96, 6 b und S. 83, 5 b). Von beiden Axen trifft jedoch 
nur eine die Hyperbel; sie heifst reelle Axe. 

Bescireibt man um eine (reelle) Axe als Durchmesser einen Kreis, 
so hat derselbe mit dem Kegelschnitt in den Grenzpunkten der Axe 
auch die Berührenden gemeinsam; dieser Kreis kann also den Kegel- 
schnitt in keinem weiteren Punkt treffen, da er andernfaUa mit itm 
ganz zusammenfallen mül'ste (S. 99, a c). Der Kreis schlielst somit 
den Kegelschnitt entweder ganz ein oder ganz aus; jeder andere 
Durchmesser mufs daher im ersten Fall kleiner, im zweiten gröfaer 
als die betreffende Axe sein. Bei der Ellipse unterscheiden wir hier- 
nach die kleine und grofse Axe, als kleinsten und gröfsten Durch- 
messer; bei der Hyperbel ist die reelle Axe der kleinste Durchmesser, 

Zugleich folgt hieraus, dafs ein Kegelschnitt, 
mit Ausnahme des Kreises, nur ein Paar zueinander 
senkrechter zugeordneter Durchmesser haben kann. 

Ziehen wir in einer Parabel eine Sehne s senk- 
recht zu einem Durchmesser a^, so heifst der ihr 
zugeordnete Durchmesser a die Axe der Parabel. 
Da in der Parabel alle Durchmesser parallel sind, Fig. 108. 

so hat sie auch nur eine Axe. 

Die Grenzpunkte der grofsen Axe einer Ellipse, die der reellen 
Axe einer Hyperbel und den Grenzpunkt der Axe einer Parabel nennt 
man die Seheitel dieser Kegelschnitte. 

3. Brennpunkte der Ellipse und Hyperbel, Ein um die 
grofse Axe der Ellipse (Fig. 109 a) oder die reelle Axe einer Hyperbel 



/ 



y Google 



106 



VJII. Kap. Kegelschnitte als Bilder des Kreises. 



(Fig. 1091)) a 
rührungseelmi 



s Durchmesser beschriebener Kreis hat mit dieser eine Be- 
e gemeinaam. Bewegt man daher ein Sehnendreieck ABC 
t 80, dafe eine Seite AB den Kegelschnitt berührt, eine 
zweite J.C durch den Mittelpunkt des Kegelschnittes geht, so geht 
auch die andere BC stets durch einen bestimmten Punkt F der Axe (1), 



cxV \ Lf/ 



Dieser Punkt heilst Brennpunkt des Kegelschnittes Lälst man die 
Seite BCj^ duiuh den Mittelpunkt gehen, so cigieht 4f\ einen zweiten 
Brennpunkt F^ Da IC^ \\ BC, üs Senkieuhte 7u 4B und da 40 
= 00, so ist auch FjO^ OF 

Es ist nun -ä:, l£f = J =^Pif^ dihei gilt fui die Bienn 
punkte der Satz 

a) Ihe BiPnnpunlte der EUipse oäet Hypetbel sind guei Bunlte 
der Axe (in gleichem Abstand vom Mittelpimkt) von äei Eigensdtaft, äafs 
die Fufspunlte ihrer auf die Berührender), gefällten Sen^echien auf 
eimem Krets hegen, und zum auf dem Kreis dir um dm Schettel 
abstand als JDwchntesset gelegt utrd 

Hiernach lassen sich Ellipse ujid Hyperhd hei gigebenen Brenne 
punkten imd Scheiteln als Gebilde ton Betuhrenden zeuhnm 

Der Abstand c der Brennpunkte vom Mittelpuidit heilst die 
lineare Excentrizitit 

Da AF^ = FC, so ist AF^ BF = BF ■ FC = SF FS^ 
= (a -\- c)(a — c), wenn die Axe SS^ = 2a ist. Es gilt somit: 

b) Bas FroduTct der Abstände beider Brennpunkte von einer Be- 
rührenden hat für alle Berührende den gleichen Wert. 

In der Ellipse ist die Berührende an einem Grenzpunkt der kleinen 
Axe 2b (Fig. 110a) parallel zur grofsen Axe 2a; daher ist fiir diese Be- 
rührende ihr Abstand yon jedem Brennpunkt = i, also b^= a^— e^. 
Wenn a und b gegeben sind, so läfst sieh durch ein rechtwinkliges 
Dreieck c ^ Ya' ^b^ und damit die Lage der Brermpunkte bestimmen. 
In der Hyperbel (Fig. llOb) bestimmt die Berührende vom Brenn- 
punkt F an den Kreis um 2a durch ihren Berührun^punkt die- 
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jenige Hyperbelberührende, die durch den Mittelpunkt geht, d. h. die 
Asymptote, da in diesem Fall die Punkte B und C des Dreiecks ABC 
(Fig. 109 b, S. 108) in einen Punkt P (Fig. 110 b) zusammenfallen. 





Die Kreisberührende i ist bestimmt durch h^= c^ — a^ und stimmt 
mit der von der Asymptote begrenzten bcheitelbeiuhrenden überein 
(AOPF'^OSg). Ein rechtwinkeUges Dreieck OQS bestimmt 
somit, wenn die Axe 2a imd die Asymjpiott^i gegeben die Bretm- 
punkte — oder, wenn c und a gegeben, dte Lage dtt ivjmpfoten. 

4. Fahrstrahlen der Ellipse und Hypeibei Den Berüh- 
rungspunkt T auf AB (Fig. 109a, b, S. 10b) findet man nach Ib, indem 
man ÄF und OB zieht und deren Schnittpunkt R mit C verbindet; 
CE trifft AB in dem Berührungspunkt T. Von dem Vierseit BTRF 
ist AC eine Ifebenseite, welche durch die Nebenseite BR in 
halbiert wird; daher mufs die dritte Nebenseite TF\AC sein. In 
gleicherweise kann der Berührungspunkt T aus dem Dreieck ABC^ 
mit den Punkten F^ und erhalten werden, woraus dann folgt, dafs 
TF^ \\BC,. 

Die Verbindungsstrecben eines Kegels ehnittp unkt es mit den 
Brennpunkten nennt man die Fabrstrahlen des Punktes. Daher 
gilt der Satz: 

a) IHe Fahrstrahlen eines Ptmktes sind parallel mit den Strahlen, 
die vom Mittelpunkt nach den Fwfspunkten derjenigen Senkrechten ge- 
sogen werden, die man a/as den Brennpunkten auf die Berührende jenes 
Punktes gefällt hat. 

Nun ist ^FTB= OAB und ■^F^TA= OSA, und da 
<^ OAB = OBA , 80 ist auch -^ FTB = ATF^. 

b) Die Fahrsirdhlen mtes Punktes auf dnetn Kegelschnitt bilden 
mit dessen Berührender gleiche Winkel. 

Hiemach ist die Aufgabe zu lösen: su einem PwM die Berührende 
zu zeichnen, icenn die Brennptmkte gegeben sind. (Vgl. S. 28, 9.) 

Schneiden einander FB und F^T m F^, so ist somit F^ A F 
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io "Bezug auf AB ais MitteUinie und TF^= TF; ferner ist nach 
ohigom F^F^Cj^B ein Parallelogramm, in welchem i^ji^2= BCj, d.i. 
gleich der Äxe dea Kegelachnittea ist. In der BUipse ist F^T und TF^ 
gleichgerichtet, in der Hyperbel sind beide Strecken gegen gerichtet. 
Da mmF^T -\- TF^ = i*', F^ = _B C^ , so folgt für erstere F^T -\- TF 
= BC^, für letztere F^T — TF=BC^. 

c) In der FMipse ist die Svmme der Fahrstralüen, m der Hifperbel 
deren Unterschied für jeden "Punld unveränderlich, nämlich gleich der 
grofsen As^ in der Ellipse, gleich der reellen Axe in der Hyperbel. 

Hiernach ist die Aufgabe zu lösen, Funkte des Kegelschnittes mt 
bestimmen, von dem die beiden Brennpunkte und die Scheitel gegeben 
sind (vgl. S. 27, lo). 




Im Sehnendreieck CAB^ {Fig. 109 a und b), yon dem die Seite CA 
durch den Mittelpunkt, die Seite AB^ durch den Brennpunkt F geht, 
ist CB^ Berührende und der Fahrstrahl FT^\\ AC, somit TFT^ 
eine Gerade. Die beiden Berührenden zu TT^ aehneiden einander 
im Punkt P, dem Pol zu Ti;. Da dann im /lAFC die Höhen 
BC und AB^ einander in F achneiden, ao mufa FFA_AC oder 
FFXTT, sein, d. h.: 

d) Der Fol eines Fahrstrahls liegt auf der in seinem BrennpimM 
^richteten Senkrechten. 

5. Brennpunkt und Leitgerade der ParabeL Hält man 
einen Brennpunkt, F der Elhpse und den benachbarten Scheitel S an 
der Stelle feat und läfst den andern Scheitel S-, in der Richtung SF 
in unendliche Entfernung hinausruckeiij so wächst der Ellipeendurch- 
messer und auch der Halbmesaer dea um SSi beschriebenen Kreises, 
und die Punkte des Kreisbogens bei 5 nähern sich der benlhreuden 
Gteraden in S, die senkrecht FS ist. Sind aber S und F der eine 
Scheitel und Brennpunkt einer Hyperbel, und rückt der andere Scheitel 
der in S Berührenden in Richtung FS unendlich weit 
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hinaus, so nähern sich bei S die Punkte des um die Axe be- 
seliri ebenen Kreisea von der andern Seite her der Berührenden in 
S, während die reelle Axe der Hyperbel sieb vergrÖfsert. Als Grenz- 
figur zwischen diesen Ellipsen und Hyperbeln mit dem gemeinsamen 
Brennpunkt F und Scheitel S 
und mit den in entgegengesetzten 
Eichtungen wachsenden Scbeitel- 
atrecken erhält man den Kegel- 
Bchnitt, dessen zweiter Scheitel 
in unendliche Entfernung hinaus- M 
gerückt ist, d. h. die Parabel, 
und zugleich als örenzfonn des 
Kreises bei S die im Scheitel 
berührende Gerade. Während 
dieser Veränderung der Lage 
von S^ ändert sieh die Eigen- 
schaft nicht, dafa der Fu&punkt der Senkrechten vom Brennpunkt 
auf die Berührende in der eben genannten Linie li^. Daraus 
ergiebt sich: 

a) Srmnpunkt einer Parabel ist der Punkt der Axe, von dessen 
Senkreckten zu den Berührenden die Fufspunhte in der Berührenden 




Hiemach läiat sieb die Parabel als Gebilde von Berührenden 
geiehnen, wenn ihr Brennpunkt und Scheitel gegeben sind. 

Das Viereck FBTB für die Bestimmung des Berührungs- 
punktes wird hierbei ein Rechteck, wobei ^ FTB = EBT = BTF^ 
iatj d. h,: 

b) Bei der Parabel bilden der Fahrsbrakl und der Durchmesser 
eines Punktes mit seiner Berührenden gleiche Winkel. 

Hiernach ist die Aufgabe zu lösen: Zu einem Parabelpunkt die 
Berührende su seichnen, wenn der Brennpwnht und die Äxenrichtang 
gegäien sinä. 

Ist S der Scheitel der Parabel, F^ A F zur Berührenden TB als 
Mittellinie, und kiFsL±FS, so ist FS ='SL, ds^FS^BF^. 
Es liegt also ^g- stets auf der Senkrechten der Axe, deren Abstamd 
vom BrennpunU durch den Scheitel halbiert wird. Diese Senkrechte 
ist die Polare des Brennpunktes (S. 83, 4b) und heifst Leitgerade 
der Parabel. Da FT= TF^, so folgt: 

c) In der Parabel ist der Abstand eines Punktes vom Brmnpimkt 
gleich dem von der Leitgeraden. 

Hiernach lassen sich Punkte der Parabel bestimmen, wenn der 
Brennpunkt und die Leitgerade gegeben sind. 

Zusatz. Aus b) folgt noch, dals FT==^FZ ist, was ebenfalls 
zur Bestimmung der Berührenden in T benutzt werden kann. 
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6. Leitgeraden der Ellipse und Hyperbel. Audi in der 
Ellipse und Hyperbel nennt mcm die Polare eines BrennpwnJctes die 
Leitgerade m demselben. Wir erhalten na^h 4d die Schnittpunkte dei' 
Berührenden All mit den zwei Leitgeraden, indem wir auf den Fahr- 
strahlen des Berülirangspunktes die Senkrechten ziehen (Fig. 109 a 
und b), FP±FT, F^F^XF^T. Da dann AFTP^^F^TP^ ist, 
so ist FT:F^T=^PT:P^T oder 

FT : (F^ T± TF) =PT:{F,T± TP), oder, wenn 2a die grofae 
oder reelle Äxe ist: FT:2a = FT : PP^= TQ: LL^, wenn T^ der 
Abstand von T bis zur Leitgeraden LP ist und LL^ der Abstand 
der beiden Leitgeraden, Somit ist 

FT:TQ=^2a:LL,^a: OL. 
Dieses Verhältnis ist somit für alle Punkte des Kegelschnittes 
das gleiche, auch für den Scheitel jS: 

FS:SL=^a: OL. 
Ist die lineare Excentricifät OF = c, so ist hiernach 
(a — c):{OL — a) = a: OL oder (a - e) : a ^ (OL— a) : OL, 
woraus: c : ß= a : OL, 

somit allgemein: FT:TQ = c:a. 

Das Verhältnis — ^e heifstdieExeentricität des Kegelschnittes. 
In jedem Kegelschnitt ist das Verhältnis der Abstände eines Punktes 
von dem Brennpunkt und dessen Leitgeraden unveränderlich, nämlich 
gleich der Fxcentriätät e des KegelschmÜes. In der Ellipse ist e < 1 , 
in der Parabel ist e=l, in der Hyperbel ist e > 1. 
Hiernach kann man zusammenfassend erklären: 
Ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort aller Punkte, 
deren Entfernungen von einem Punkt und einer Geraden 
ein unveränderliches Verhältnis haben. 

7. Brennpunkt als Strahlpunkt. Ist FT die zugeordnete 
Halbsehne im Brennpunkt, R eine äufsere Nebeneeke des durch S8i 
und die Sehne in F bestimmten Sehnenvlerecks, so ist e = -^y 
= -^-j = y-p , woraus folgt: LR = FL. 
Es liegt somit der Brennpunkt so, dafs er 
die auf S. 102, 2 gegebenen Bedingungen er- 
füllt für den Strahlpunkt der Abbildung 
des Kegelschnittes als Kreis, wenn die Bild- 
ebene II FLE ist. Hier fäUt der Strahl- 
punkt, somit auch die Bildebene in die 
Ebene des Kegelschnittes hinein. Zugleich 
wird der Brennpunkt F als der Mittelpunkt des Kreises abgebildet, 
während ein Punkt des Kreises willkürlich ist. 
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Jeder Kreis in der Ebene eines Kegelschnittes um dnen Srennjmnkt 
ais MiUdputikt liegt mit dem Kegdscknitt hesirroMt in Bemig auf den 
Brennpunkt (ds Strahlpimht und die Leitgerade als (sum Kegelschnitt 
gekörige) Fluchtgerade. 

Anwendungen dieses Sataes folgen in den Aufgaben. 



Neuntes Kapitel, 

Streokenverhältnisse in Abbildungen. 

§ 40. Unveränderliche Produkte aus Strecken bei A1)l)ildHngen. 

1.*) Wird eine Streclce AB von einem Punkt S bestrahlt nnd 
sind SÄ = a, SB = & die Stralilstrecken und k der Abstand des 
Strahlpunktes von der Geraden AB, so kann die Strecke selbst in 
diesen von der Lage des Strahlpunktes abhängigen GrÖfsen ausgedrückt 
werden. Es ist nämlich 2 ■ l\ ABS ^ AB • h = ab sm(ab), somit 
AB = -j- sin (ab). Nehmen wir auf der- 
selben Geraden eine an £ angrenzende 
Strecke BO, so ergiebt sieb für dieselbe 
auf gleiche Weise BC = -v^ ain (Je), und 
das Verhältnis beider Strecken ist 

AB__± sin (a6) M«. na. 

BC ~ e üa (öc) ' 
Schliefst sich in C eine zweite Gerade an, auf welcher die Strecken 
CD und DE liegen, so folgt ebenso: 

CD^__± si n (00) 
DE^ e Bin (de) " 

Gehen wir in dieser Weise weiter auf eine dritte Gerade mit den 
Strecken EF und FG und eine vierte Gerade GA mit dem Teil- 
punkt ff, so ergiebt sich schHefsIieh aus der Vervielfachung der ent- 
sprechenden Verhältnisse: 

AB OD EF GH ^ sin («6) ain {e d) Bmjßf) am (gh) 
BC ' BM ■ Fa ' HA^ sia {bc) ' dn {äe) ' smifg) ' sia Qia)' 

Der Ausdruck rechts ist aber nur noch abhängig von den 
Winkeln der Strahlen und bleibt für alle Bilder der Figur von einem 

i 15, la, g IG, 5 n, e, ge^ 
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bestimmten Strahlpunkt aus unverändert; es mufs also der Wert des 

Ausdrucks für emßilA A^BiGj^D^E^FjGjH^ der gleiche bleiben, d.li.: 

AB CB_ EF GH_A,S, (\D^ E,F, fig, 

BC ' DE' FG' SA B,C; ■ B^E, ' F,G/ II,A, ' 

Wird andrerseits der Strahlpunkt verlegt, so bleibt doch der 
links stehende Ausdruck unverändert, somit gilt für die neuen 
Strahlen: 

ain^oö) ain_(c^ Bmjef) ain (gA) ^ 3in(a,6.) Bm(c,ä,) sm{e, f,) 8ia(g,ft,) 
sii.(öe) sin{d«) ^iuifg) dn(fta) am{b,c,) üj,{d,e,) sia{f,g,) sin(A,«J 

Daher mufs der Wert dieses Ausdrucks für alle Bilder der Figur 
und für alle Bilder der Bilder unverändert bleiben. Es ist dies eine 
metrisch-projektive Beziehung: 

Wenn in einer geradlinigen Figur aus Strecken der Geraden ein 
Produkt von Verkälkiissen der Art gebildet wird, dafs 1) jeder Fumkt 
ebenso oft einen Dividenden als einen Divisor hegrenet imd 2) von. jeder 
Geraden ebenso oft ein Dividend als ein Divisor entnormnen wird, so 
ist das Produkt unveränderlich für aUe Bilder der Figur (und nwar 
gleich dem entsprechend gebildeten Ausdruck aus den Sinus der Winkel 
zwischen den Strahlen). 

Gemäfs der ersten Bedingung fallen nämlich in den oben für 
die Strecken abgeleiteten Ausdrücken die Strahlstrecken nach den 
einzelnen Punkten aus der Rechnung und gemäfs der zweiten Be- 
dingung auch die Abstände der Geraden vom Strahlpunkt. 

2. Ein Ausdruck der eben angegebenen Art kann manchmal 
dadurch verändert und vereinfacht werden, dafs ein Grenzpunkt in 
unendliche Entfernung hinausrückt. 

Wenn ein Punkt sich unmefsba/r weit von zwei festen Punkten 
entfernt, so kommt das Verhältnis seiner Abstimde von diesen Punkten 
dem Zahlwert 1 m^eschränkt nahe. 

Denn tragen wir den Abstand DB (F^. 113) auf DA ab, 
also DC = DB, so ist 

IIA _ 2)C + CA _■, ,CA 
DB~ DB ~ -^ + DJB 
d. h. dies Verhältnis ist stets um so viel gröfser als 1, als der Quotient 
des Unterschiedes beider Strecken durch die- kleinere Strecke beträgt. 
Letzterer Quotient kommt aber der NuU unbeschrankt nahe, wenn 
der Punkt D in unendliche 
Entfernung hinausrückt, da dann 
der Nenner des Bruchs un- 
endlich grofs wird, während der 
Zähler mehr und mehr gleich 
dem Abstand des Punktes A von der durch B zu AD gezogenen 



Senkrechten wird. Es ist i 



AV^ 
'bdZ 



yGoosle 
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3. Wird eine Streete AB dui'ctj zwei Punite und D irgendwo 

1, ^ ;. , j , AG BD , AC AD 
innen oder anlsen gefeilt, so hat der Ausdntck ^ - -^-^ oder ^^ . -^-g 

die in 1 verlangten Eigensckafteji. Dieses Doppel Verhältnis bleibt also 
unveränderlieh für alle Abbildungen (vgl. 11, § 20, 1 u 2). Es folgt hier- 
aus, dafs durch drei Punkte euiei Ger'tden und drei beliebifj als deren 
Bilder gewählte Punkte einer zweiten Geladen zu jedem Meiten Punkt D 
das Bild Dj bestimmt ist durch die beiden GSlen-hungen 

A-D, A,C, AD AC ■, . t, i -n t. i d 

ab; = ^ ■ ra ^ öB "'' ^>^. + ^>*> - ■'i-»>- 

Für den Fall, dafs C und D die ^tiecke AB hatmonisch teilen, wird 
der Wert des Ausdrucks am einfachsten aus dem Bild berechnet, in wel- 
chem Ä^C^=^ ^x-^i ^^^ '^^'^ -^1 ^° unendliche 
Entfernung fällt. Es ist 

GB- DB~ O^B, '■ \D,^sJ 
Dies ergieht sich auch folgendermafsen. Da der 
Strahl d parallol der Geraden g^ ist, so ist 
sin (ad) = sin (a^i), aiu {dh) = sin (&?i)) 
und es verhält sich '"' "" 

sin (ttc) __ A^C, _ S,G, _ ain(c6) 
sin(oj,,)~ SC, ~' SC, ~ain(&3,)' 
also mit Berücksichtigung, dafs ad und dh gegenwendig sind: 

sin (ac) . dnM) 

ain(c6)-sin(<Z&) 
woraus für alle Bilder folgt: 

iB---^-~^- (Vgl. IL T. § 17, 2.) 

4c. Werden die Seiten des Vielecks ABCDE 
der Eeihe nach von einer Geraden g in de» 
Punkten A^Bj^Cj^B^E^ getroffen, so entspricht 
der Ausdruck / 

AA, BB^ GC, DD, EE, y"^^ 

A,B ' B,C ' C,D' D^E' E^A y^^^""^ 

den in 1 gestelltet 
Wert zu bestimmei 
punkt iS auf der Geraden g an; es ist dann ?st ■ 

sin {a%) = siii(a%), sin(aj&) ^siu (öjö) u. s.f., ^^\v 

da die a^^c^A^^\ auf g fallen. Es folgt somit, ^^Ä 

dafs der Ausdruck = + 1 ist; dies ist eine j 

Erweiterung des Satzes von Menelaos (II. T. j^ig, j^^^j, 

§15, Ib). 

Wenn man in einem Vieleck ABCDE mit ungerader Seitenzahl von 
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einem Punkt S die Eckstrahlen ^ieht, welche die 
Seiten je in einem Punkt sclmoiden, so ist der 
Ausdruck; 

ÄA, BB, CG^ DD, EE, ^ , 
A^B ' B^C ' C^D' D,E ' S^^Ä'^ — 

Demi es ist sin (aa,) = sin (c,d), sin (a^b) 
^ sin (d dj) u. s. w. Dies ist eine Vecallgeoieine- 
rung des Satzes Yon Ceva (IL T. § 15, 4). 

§ 41. Gleichungen der Kegelschaitte. 

1. Wird ein Kegelaclinitt von den Seiten des Dreiecks ZOO-^ 
in den Punkten P, L, A, B, F^, L^ getroffen (Fig. 116), so ist 
PO- OL ÄOi ■ O^B P, Z ■ ZL^ _ - 
AO- ob' F^O^- O^h,' FZ-PL ~~ ^■ 
Dafs nänilicli diese Gleiehung für ein Dreieck, dessen Seiten 
einen Kreis schneiden, giltig ist, folgt durcli dreimalige Anwendung 
des Satzes Ton den Sehnenabschnitten im Kreis (IL § 10, 3, vgl. 
II. § 16, 7). Der Ausdruck entspricht aber auch den in § 40, 1 ge- 
stellten Bedingungen; sein Wert bleibt somit bei 
jeder Abbildung unverändert. Nehmen wir nun 
an, Z rücke in unendliche Entfernung hinaus, so 
wird der Ausdruck -p- --^y~ '^^ni Werte 1 un- 
beschränkt nahe kommen (§ 40, 2), so dafs für 
die beiden andern Faktoren folgt: 
PO - OL _ AG ■ OB 
~P,~Ö, ■ 0,L, ~ AO^. O^B' 
Nehmen wir noch AB als den zu PL || P^ii 
Durchmesser, so wird OL = FO, Oji^^P^O^, 




Ige ordneten 
lud man erhält: 



P,0\ 



AO^ 0B_ 
' AO,- O.B ' 




■ die Para,bel (Fig. 117 b) insbesondere wird noch ^ .., ■■ 

PÖ' AO ' 

nur ==a = -jQ- **^"g bleibt. Somit gilt der Satz; 
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hl emer Ellipse oder Hyperbel verhalten sich die Quadrate mweier 
einem Durchmesser sugeordneten Hdlbsehnen wie die Produkte der im- 
gehörigen Abschnitte des Durchmessers, in einer Parabel wie die su- 
gehörigen Abschnitte des Dwchmessers. 

2. In der Parabel ist -ttt = i ^^ = P eine unveränderliche 
AO AOj ^ 

Gröfse. Wird P0 = ^, AO = x gesetzt, so ist: 

y^=pce (Gleichung der Parabel). 

Wird x auf der Hauptaxe gemessen, so ist nach S. 109, 5 c für 
den Brennpunkt y^ = 2x^ , also J/i^ = i' ^ j !/i = y ? 

d. h. p ist die mgeordnete Sehne des Brennpunktes. 

Zusatz. Wird ik auf dem durcli dea Punkt T (Fig. 109 c) gehenden 
Durchmesser gemessen, so ist für den Scheitel S die Halbsehne = TZ, 
der zugehörige Abschnitt des Diirchmeasej's = SZ. Nim ist aber TZ 
= 2ßZ, TZ^= 4:'BZ^= 4ZF-SZ, oder da. FZ=TF = f (S. 109, 5 
Zusatz), d. i. gleich dem Fahrstrahl vom Brennpunkt nach dem Anfangs- 
punkt T des Durchmessers, TZ =^if-SZ. Die Parabelgleichung für 
den Durchmesser durch T ist also: 

ä, Ist Oj der Mittelpunkt einer Ellipse (Fig. 117 a) und sind 
AO^^ a und J'^0^=b die Hälften der zugeordneten Durchmesser, 

so ist -^TT- = '-, Setzen wir die Halbsehne PO = y und den 

Äbscbnitt 0^0 = x, so ist AO = a — x, OB ^ a -\- x; also: 



_ (^a^cc)(a + w) _ 



= 1' 



^ + 15 = 1 (Gleichung der BUipse). 

Sind a und b die Halbaxen, c die lineare Exeentricität, so ist 
für die sugeordnete Sehne p des Brewupunktes a: = c, 3/ ^ ö"? 
g. + ^ = 1, woraus p'=~- {a' ~ c^ = ~, (S. 106, s), p^~- 

4. Wenn in einer Hyperbel (Fig. 117 c) der Punkt P^ in un- 
beschränkt grofse Entfernung hinausrückt, so kommt er der Asymptote 
unbeschränkt nahe. Trifft die Halbsehne OiP^ die Asymptote in X^, 
so nähert sich somit bei dem Weiterrücken der Halbsehne der Wert 

■ „' -l mehr und mehr dem Wert -?,'-,4 = -my, wenn AH der Ab- 
0,m O^M AM' 

schnitt der Berührenden von A bis zur Asymptote ist. Nun ist: 
AO ■ 0B~ AO, ■ 0,5 "^ Io,mJ ■ J.0, ■ Oi"B ' 
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J) (X + <i 


) >,■-, 


a' x' 





-^ — Ää =^ ^ (Gleidiuiig der Hyperbel). 

Die Strecke 2h heiXat der ideelle zu 2a zugeordnete Durehmesser. 

lat a die halbe reelle Axe, c die lineare Excentricität, so 
folgt für die zugeordnete Seine f des Brennpunktes: —^ — ~ = 1, 
p^^^(f—a^)^'^!., (8.107,3), p = ~-- 

Ist hierbei & = «, so heiTst die Hyperbel gleichseitig; ihre 
Asymptoten stehen senkrecht zu einander. 

Zusatz. Zeichnen wir durch einen Punkt P der Hyperbel zv. den 
Äsymptotea paraUele Gerade x und y, so folgt aus § 36, B d {8. 97), dafs 
2x ■ 2j/ eine unveränderliche Gröfse ist, da 23; 
und 2^ die von der Berührenden gebüdeten Ab- 
schnitte der Asymptoten sind. Die im Seheitel der . 
Hyperbel gezogeae Berührende bildet aber den 
Abschnitt "l/»^+ 6^= C (S. 107, 3b); somit ist 



6. Bezeiclmen wir nicht wie in 3 und 4 den Mittelpunktsabstand 
eines Punktes der Axe, sondern den Abstand vom Scheitel Ä mit x, 
so folgt au8 — p- = s als bcheitelgleicnung 

für die iiüipse p- ^ -^- — ^ — -, y'= — x ^x, y^ = ;px—[ — I, 

für die Parabel t/^^^px, 

für die Hyperbel ^^= ■ ■ ■ ■■ , — '-, y = — x-\--^x% y^ = px-\-[-\- 

Das Quadrat der Halbsehne ist daher in der Parabel (aaQaßdXlEiv) 
geradezu gleichzusetzen dem Rechteck aus dem zugehörigen Scheitel- 
ab schnitt und aus der dem Brennpunkt zugeordneten Sehne (dem 
Parameter des Kegelschnittes); in der EIHpse (sll^Cxsiv) fehlt ihm 
noch etwas zu dieser GrÖfae; in der Hyperbel (hnE^ßKlleiv) aber 
übertrifft sie diese Gröfse. 
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6. a) Wird ein Parabelabschnitt durch irgend welche Sehae AB 
begrenzt, und sind CA und CB Berührende, S der Gxenapunkt des zu AB 
zugeordneten Durchmessers, PQ Berührende in S, so ist /SASB ^= —ABC 
(S. 96, 6a) und A CJPQ = ^ÄBC, somit AABS= 2GPQ. Sind S^ 
und Sj die Grenzpuntte der zm AS und £5 zugeordneten Durehmeaser, 
Pj^Qi, P^Qi die Berührenden in diesen Punkten, so ist ebenso: A ASS^ 
= 2PF^Q^, A BSS^ = 2QP^Q^. Fährt man in 
dieser Zerlegung unbeschränkt fort, so ist die Summe 
ailer Dreiecke innerhalb des Parabelabsehnittes 
gleich dem Parabelabsehnitt .£, dagegen die Summe 
der Dreiecke zwischen den beiden Berührenden 
und der Parabel gleich dem Teil der Fläche des 
Dreiecks ABO, welcher aufserhalb der Parabel 
liegt, = A^-BC~2:; somit ,2=2 (A^BC—,£), 

2; = y - A ABO = ya!2/sinqj, 

wenn AB = 2y, wenn femer x der zugehörige Abschnitt ä 
und g) der Winkel der zugeordneten Eichtungen ist. 

b) Der Inhalt einer Ellipse ergiebt sieh folgendermafsen. 

Die Gleichung y''=~-jx(ßa — x) gilt bei irgend zwei einander au- 
geordneten Durchmessern a und 6, die den Winkel ip mit einander bilden; 
Die Halbsehne T des um den Durchmesser 2 a gelegten Kreises ist im Ab- 
stand X vom Grenzpunkt dos Durchmessers bestimmt durch Y^=x(2a — x), 
woraus folgt y : Y = 6 : a. 

Zwei Halbsehnon, deren Schnittpunkte mit dem Durohmesser nur um 
die sehr kleinen Strecken + — von dem Schnittpunkt von ^ (und Y) ent- 
fernt sind, schliefsen bei der Ellipse und dem Kreis Flächen ein, die (als 
Trapeze) den Produkten ye sin ip und Ys entsprechen, Das Verhältnis 
beider sehr schmalen FlächenteÜe ist daher p sin qj ; Y = ö sin tp : a, und 
dies ist auch das Verhältnis einer Summe solcher Plächenteile in Ellipse 
und Kreis. Für die Fläche der Ellipse erhält man so J = ^^" ^ -na^ 
= jea6 sin ip. 

Hieraus folgt, dals fiir alle zugeordnete Durchmesser der Ausdruck 
«& sin g) den gleichen Wert hat, gleich dem Produkt der Halbasen, da 
für diese Äsen sin y = 1, J = nah ist. 

Für einen Ellipsenabschnitt S, der durch die Sehne 2^, und für 
den zugehörigen Kreisabschnitt S^, der durch 2 X begrenzt ist, folgt 
2= -■■■ ^^"'^ Ei, während 2^^ — (aro 2ß — sin 2«) und c 
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oder aucli S = 



a 5P [«t a 



aT(,„ 



- sin 2ß) 



- (a — x)y} , wobei ig a = 



ay_ 



b{a 



X) 



7. Ziehan wir in zwei benaclib arten Punkten P und P-, i 
sciinittes die Senkroehton zu den Berülirenden, die man die Normalen des 
Kegelschnittes in diesen Punkten nennt, und schneiden diese einander in M, 
während die FahrstraMen nach den Brennpunkten F und F^ die Winkel 
PFP^=c, PJ',P^=a^ bilden mögen, so ist 
der Winkel der Senkrechten g = — ;r — - in der 



Ellipse, 2 = - 



■ Hyperbel, 



in der Parabel. Denn sind z, B. in der Ellipse 
die Winkel der Senkrecliten mit den Fahr- 
stralilen w und Wj , so folgt aus Dreiecken mit 
einem Paar Scheitelwinkeln: 




Legen wir nun durch PP^F und durch PPi^i je einen Kreis, 
die Senkrechte PM in L und L^ schneiden oiöge, so ist -^ PLP^ — 



i folgt -^LP^M^a- 



- und -^ZiPiJf 



= 5 — ö, = — 5— i; also halbiert die Normale P^JZ den Winkel LP^L^. 
Schneidet die Bertthrende P^T die Normale PM. in T, so sind M, T 
harmonisch zugeordnete Punkte mit L, L^^ (S.83, 5 b). — Indem der Punkt Pj^ 
sich dem Punkt P nähert, gilt das Gleiche für T. Die Kreise gehen dann 
in solche über, die die Berührende in P berühren , nnd der in der 
Strecke LL^ zu P harmonisch zugeordnete Punkt M ist die G-rmzlage 
des Scknü^unMes der Normalen zweier Pwikte des Kegelsdmittes , welche 
einander unmessbar nahe gerückt sind. 

Denken wir uns durch drei Punkte P, P^, P^ des Kegelschnittes einen 
Kreis gelegt, so liegt dessen Mittelpunkt auf der Mittelsenkrechten zu PP^ 
und PPj^. Eücken P^ und P^ unbeschränkt nahe an P heran, so werden 
diese Mittelsenkr echten zwei unbeschränkt nahe beieinander liegende 
Normalen des Kegelschnittes und der Mittelpunkt des Kreises rückt in 
jene Grenzlage von M. Dieser Punkt kann daher als Mittelpunkt eines 
Kreises betrachtet werden, welcher drei unbeschränkt nahe benachbarte 
Punkte mit dem Kegelschnitt gemein hat. Ein solcher Kreis heilst der 
Krümmnngskreis des betreffenden Punktes, da er sich am meisten von 
allen Kreisen in diesem Punkt an den Kegelschnitt anschmiegt; sein 
Mittelpunkt heilst Krümmungsmittelpunkt, 
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Die Punkte L uad 1,^ werden in der Grenzlage erhalten durch 
Fi J_PJ'undJ'iii±.PFi. Für das TeUverhiHtnis ergieht sich LM-.MIj^^ 
= FL : PZ^ = FF : PF, = FN : NF^ , wena 
N der Schnittpunkt der Normale mit der grolsen 
Aie ist. Ziehen wie MX und L^^F^ senkrecht 
zu PF, so ist auch 

FX : XF^ = LM : ML^ = FIf : NF^ , i 

daher NXWF^F^, und da F^F^ ± PI 
folgt nun auch NX _L PN^ . Man erhält also 
M, indem man NX _L PN, XM ± PF zieht. 

Ist g? der Winkel zwischen der Normalen 
und den Fahrstrahlen, so ist der Krttmmungs- i'ig, isi, 

balhmesser PM=^q hestimmt dm-ch p eos^ qj 
= PN, während aus den Flächen der Dreiecke FPN, F^PN und FPF^ 

folgt (n. § iö, l): 

r ■ PN sin 9 + r^PN sin 9 = rt\ sm2rp, PN = -"" """ "" 

Somit ist Q = — 

Die Senkrechten von F und F-^ auf die Berühi-ende sind r 
r^cosip, füj die nach S. 106, 3b gilt: r}-; eos^ g? = «^ — €^=^h^, s 

= ^' oder = Ö^' . 




Eine geradlinige gle 
keit c ergieht in ( Sekunden 



fön 






rmige Bewegung mit der Geschwiodig- 
Weg y-=ct, eine geradlinige gleich- 
ng mit der BeBchleuniguag g den Weg 



X := — gt\ Werden heide Bewegungen nach dem Gesetz von dem Parallelo- 
gramm der Bewegungen vereinigt, 30 ergieht sich für den geometrischen Ort 
des Punktes durch Ausscheidung von t die Gleichung y'~ — ■ x, d. i. die 
Gleichung einer Parahel. Die Bewegung heifst Wurfbewegung; die Wurf- 
linie ist eine Parahel. 

Bewegt sich ein Punkt gleichförmig auf einem Kreis mit der Ge- 
schwindigkeit c, so kann seine Bewegung iimerha,lb eines Bahnteilchens als eine 
Wurfbewegnng mit der nach dem Mittelpunkt gerichteten Beschleunigung y 
betrachtet werden. Die Bewegung in dem Bahnteilchen setzt sich aus dem 

Wege y = et in Richtung der Beröhrenden und dem Wege a; = — yt^ in 

Richtung nach dem Mittelpunkt Eneammeni daher ist y^ = — -x, während im 

Ereis y'=^37(2e — x) ist. Die Übereinstimmung beider Werte fordert, dafs 

■ X = Spü! — k' oder = ^q — x ist. Da fflr ein Bahnteilchen x un- 

y y c' 

beschränkt klein anzunehmen ist, so ergiebt sich hieraus; j = — 
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Bezeichnet für irgend einen Zeitpunkt II die Geschwindigkeit eines Plan et ea, 
welcher sich in einer Ellipse hewegt, deren einer Brennpunkt in der Sonne liegt 
(I. Kepler'sches Gfesetz), und ist A der Abstand dieses Brennpunktes von der 
Berührenden des Punktes, in weloheni sich der Planet gerade befindet, so ist 
(nach dem II, Kepler'schen Gesetz): uk ^^ k eine unveränderliche Gröfse; 
da aber k =^ r cos q>, wenn r der Fahrstrahl und tp der Winkel desselben mit 
der Senkrechten, so ist: 



Wird dje bis an einem gewissen Punkt P eilangte Geschwindigkeit v nach 
GrBfse und Richtung durch emen Pfeil dargestellt und tritt an ihre Stelle in 
dem betr Punkt die ebenso dargeitellte Geschwindigkeit v 
bo sind Iie durch i r und diich !j r bestimmten Dieitcke 
(nach dem II Kepler sehen Geaetz) euiduder gleich die Ter 
bmdungsgerade der Pfeilspitzen ist pai-ailel zu r d h die 
Geschwindigkeit welche zu « hinzukommt um v^ als Mittel 
gesehwindigkeit zu ergeben fallt in die Richtung nieh dem 
Brennpunkt t g i i 

Die Bewegung innerhalb emes BahnelementeH kann hitr 
nach lutgefifst werden emerseiti als tme "Wurfbewegung mit der Geichwindig 
keit i m Eicht mg 1er Beruhrcnden und einer gogen die "^onne gerichteten 
Beschleunigung g, andierseifs als eine Bewegung auf lern Krnmmungskreis mit 

der Beschleunigung y ^ ~ pnkre bt zur Richtung dei Berührenden D e Be 

Q 
Bchleunigimg g kinn m zwei SeitenV eschleunigungen 3 sm qj und ^tcos tp in d n 

beiden geninnten Eichtungen zerlegt werden tom t ict g cos qi ^ y = — unl 

g= — = . ^ , =^. J_ d. h, die Beschleunigung ist dem 

Quadrat der Entfernung vom Bronnpunkt umgekehrt proportional 
(N"ewton's Gravitationsgesetz). 
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Zehntes Kapitel. 

Von der Abbildung von Gestalten des körperlielien Uaumea auf 
der Etiene. 

§ 42. Urnnd- und Aufrifs von Punkten, Geraden nnd Ebenen. 

1, "Werden die Pimkte einea räumüehen Gebildea von parallelen 
Geraden bestralilt, so bestimmen deren Schnittpunkte mit einer Ebene 
ein Bild paralleler Bestrahlung oder eine Parallelprojektion 
des Gebildes. Dieses Bild wird Eifs, Grundrifs oder Aufrifs 
(Normalprojektion) genannt, wenn die Paraltelstrahlen senkrecht 
zur Bildebene sind (§ 5), im andern Falle schiefe Abbildung. 

Für die ParaUeU>estrahlimg gdten die Säise: 

a) '^mhte einer Gerade und StrafÜm eines Ptmktes werden wieder 
ofe solche abgebildet, ebenso parallele Gerade {§2, 3 a und § 5, e), 

b) Das Büd einer Pwnk^eihe ist dieser ähnlich (§ 5, 6 b). 

c) Die BUder paralleler Strecken stehen im selben Verhältnis, wie 
die sirecken selbst (§ 5, eb). 

d) Strecken, welche der Bildebene paraUel sind, werden in wahrer 
GrrÖfse abgebildet, ebenso Winkel und ebene Figuren, deren Ebene 
parallel der Bildebene ist. 

2. Für gewerbliche Zwecke am geeignetsten ist die Abbildung 
der Körper durch die senkrechte Bestrahlung auf zwei zu einander 
senkrechten Bildebenen, deren eine a wagrecht (Horizontalebene), die 
andere ß lotrecht (Vei-iikalebene) ist. Die Abbildung in ersterer 
Ebene heifst Grundrifs (Horizontalprojektion), die in der 
zweiten Ebene Aufrifs (Vertikalprojektion); die Schnittgerade 
beider Ebenen heifst Axe. Die Lehre von der Abbildung räumlicher 
Gebilde in Grund- und Aufrifs wird darstellende Geometrie 
genannt. 

Fällen wir von einem Punkt P auf die genannten Ebenen die 
Senkrechten PP^ und PP^ (Fig. 123), so sind P^ und Pg die Bilder 
des Punktee, und die genannten Strecken bestimmen ein Rechteck, von 
welchem die P gegenüberliegende Ecke Q auf der Axe OX liegt. 
Hierbei ist P^© = PP^ und P^Q = PP^. Da man schliefsUch beide 
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Bilder in einer Ebene erhalten will, so klappt man die eine Bildebene 
um die Axe in die andere nm, wobei Pj, Q, Pj in eine einzige zur 
Aie eenkreebte Gerade zu liegen kommen. 

a) Grund- und Aufrifs eines Punktes liegen in einer Senkrechten 
swr Axe. 

b) De/r Äbstamä des Bildes eines Ftmktes in einer Bildebene von 
der Axe ist gleich dem Abstand des Punktes seihst von der andern 



c) Für einen Punkt der änen Bildeliene liegt das Büd amf der 
andern Bildebene in der Axe. 

Z. B, ist Q der Grundrifs von Pg und auch der Aufrifs von P^. 

Von den beiden durch die Äze getrennten Halbebenen wird jede 
doppelt als Bildebene benutzt, indem beide Bildebenen unbegrenzt zu 
denken sind und bei der Umklappung je zwei Halbebenen einander 
decken. Ob ein Punkt dem Grundrirs oder Aufrifs zuzuordnen ist, 
wird durch die augehängte Marke (Index) angezeigt. 

3. Jeder Punkt der Geraden FPx hat seiaen Grundrifs in Pjj 
der Aufrifs dieser Geraden ist ÖPg. 

a) Von einer Senkrechten eu einer Bildä>ene ist das Bild vn dieser 
ein Pmtkt, in der andern Bildebene eine Smkrechie sw Axe. 

Trifft eine durch P parallel zur Grundrifsebene gezogene Gerade 
die Aufrifsebeae in S^, so ist die Ebene P^PS^ parallel zur Gtrund- 
rifsebene (§ 1, 9), somit P^S^ parallel der Aie, d. h.: 

b) Von jeder zu einer Bildebene parallelen Geraden ist das Bild 
in der andern Bildebene parallel zur Axe. 

Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Bildebene heifst deren 
Spurpunkt. 

4. Die Ebene PPj^S,S^ steht senkrecht zur Grundrifsebene; P^S^^ 
ist ihre Schnittgerade mit der Grundrifsebene, S^S^ die mit der Auf- 
rifsebene. Die Sehnittgeraden einer Ebene mit den ^ ^ 
Bildebenen heifsen die Spuren der Ebene. Es ist 
iSjiSg senkrecht zur Ase als Schnitt zweier zur Grund- 
rifsebene senkrechten Ebenen, Alle Punkte der ge- 
nannten Ebene PF^ S^S^ haben ihren Grmndrifs in P,iS^, 

a) Von einer su einer Bildebene senkrechten Ebene ^ 
ist das Bild in dieser eine Gerade; die Spur in der -^^^ ^^.^ 
andern Bildebene ist senkreckt zwr Axe. 

Für die zum Gti-undrifs parallele Ebene P-^PS^ ist F^S^ die Spur 
und Abbildung im Aufrifa. 

b) Von einer pa/rallelen Ebene su einer Bilddiene ist das Bild in 
der andern Bildebene eine 2w Axe parallele Gerade. 

Das Dreieck P^PS^ wird hierbei nach 1 d durch QP^S^ in seiner 
wahren Gestalt abgebildet. 

5. Um die wahre Gröfse einer Strecke, eines Winkels oder die 
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wahre Gestalt einer ebenen Figiir aus Grund- und Aufrifs zu erhalten, 
wird die Ebene derselben um eine ihrer Spuren in die betr. Bild- 
ebene umgelegt (aufgeklappt) oder um eine Drehase, welche parallel 
einer Bildebene ist, in die paraUele Lage zu dieser Bildebene gedreht. 

Für diese Drehungen sind folgende Satze TOn Bedeutung: 

ft) Das Bild mnes R ist wieder ein R, wenn ein Schenkel in der 
SUd^ene liegt oder mU ikr parallel ist (§ ö, 3). 

b) jßei einer Drehung v/m eine Axe, welche senkrecht zu einer 
Bildebene ist, heschr&ht das Bild eines bewegten Punktes in dieser Büd- 
ebene einen Kreishogen mn den Spurpunkt der Drehaxe; das Sild des 
Punktes in der andern Bildebene beschreibt eine Parallele sur Axe. 

Die Bewegung geht immlich in einer zu ersterer Bildebene 
parallelen Ebene Tor sieh, so dafs der Satz aus 1 d und 4 b folgt. 

e) Bei einer Drehung um eine Axe, die parallel einer Bildebene 
ist, beschreibt das Bild emes Punktes in dieser Bildebene eine Senk- 
rechte mm Bild der Drehaxe. 

Es folgt dies aus a), da eine Senkrechte Ton dem Punkt zur 
Drehaxe auch in dem Bild senkrecht bleibt. 

6. Zur Bestimmung der wahren Länge einer Strecke LM, 
deren Grund- und Äufrifs Lj,M^ und L^M^ gegeben sind, kann die 
Ebene LMM^L^ um MM^ in parallele Lage zur Auf- 
rifaebene gedreht werden, so dafs L^ den Kreisbogen 
L^L^' bis zu der zur Axe Parallelen M^L^' beschreibt, ^j ^ 
während L^ parallel zur Ase nach L^' gelangt; M^L^' \^ 
ist die wahre Länge. Oder es kann dieselbe Ebene ^^ 

LMM^L^ um LyM^ in den Grundrifa aufgeklappt ■'^rV /"^ 

werden, wobei die Winkel an der Drehaxe rechte sind, \,/' 

und die Längen der Senkrechten J,Xj und ^M^ den j,. '^^^ 

Abständen von M^ und ig bis zur Axe gleich sind. 

In gleicherweise könnte auch die Ebene ZüfM^ig benutzt werden. 

7. Aus 2 a folgt: 

Von swei einander schneidenden Linien liegen der Schnittpunkt 
der Grundrisse und der der Aufrisse in einer Senkrechten sur Axe. 

Zur Bestimmung der wahren Gröfse des j 

Winkels zweier Geraden BAC, deren Bilder ,/''''?^\ 

B^A„ B,A, und A^C^, A,C, {Fig. 125) ge- »^^^ J ^ \^ 

geben sind, wird zuiüchst durch beide Gerade ; '^j ! |\ 

eine wagrechte Gerade 5C gezogen, von welcher i ijs^iv/ i 

der Äufrifs B^ 0^ parallel der Ase ist, der Grund- _J.:i;==:+?-^ \ i 

rifs -B^C[ nach dem eben genannten Satze er- ' ~--._^ \i/ '\\ j 

halten wird. Um diese Gerade BO wird das Z/--, \\ i 

Dreieck BAC in eine parallele Lage zur Grund- "^-^ 

rifsebene gedreht. Der Grundrifa der Senk- A- 

rechten AL auf BC bleibt hierbei senkrecht pjg. 125. 
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zw B^ (7j (5 c) und ihre waliro Länge A^'L^ kann nach 6 bestimmt 
werden. Dann ist -^ B^A^'d = BAG (1 d). 

8. In Bezug auf die gegenseitige Lage der Gebilde Punkt, 
Gerade, Ebene folgt zunäehat: 

a) Der Spurpunkt einer Geraden, die einer Ebene angehört, liegt 
auf der Spur dieser Ebene. 

Durchzwei solcher Spurpunkte ist daher die Spur der Ebene bestimmt, 

b) Ist von einer Geraden, die der Ebene L^MN^ angehört, ein 
Bild, etwa der Grundrifs 7iSj_, gegeben, so findet man das andere 
Büd, indem der Durchgang T^ auf die Axe, der 
Axenpunkt S^ auf die zweite Spur der Ebene 
nach Sj abgestrahlt wird; T^S^ ist der Aufrifs. 

c) Sind TOn der Ebene nicht die Spuren, 
sondern niu' (Fig, 127) die Bilder zweier Ge- 
raden a^a^, \b^ gegeben, und werden a^, b^ von 
dem Grundrifs der Geraden in J'^, S^ geschnitten, 
so erhält man T^, S^ auf o^ und b^ durch Senk- 
rechte zur Axe (7). 

d) Ist von einem Punkt der Ebene der 
Grundrifs Pj gegeben und der Aufrifs gesucht, ^'e '■^^^ 
so zieht man durch ihn die Gerade ?\i5j, zeichnet 

den zugehörigen Aufrifa T^S^ und zieht von P^ eine Senkrechte 
zur Axe, welche T^S^ im Aofrifs Pg des Punktes trifft. 

e) Die Ebene, die man senkrecht zui- Gnandrifsebene durch den 
Grundrifs r^Ä, einer Geraden legt, ist Strahlenebene 

für alle Gerade, deren Grundrifs TjS^ ist. Sind ^^ 
und g^ die Bilder einer solchen Geraden, so findet 
man den Schnittpunkt dieser Geraden und der 
Ebene «i&i, a^b^, indem man, wie angegeben, die 
Schnittgeraden r^Sj der Ebene mit der Strahlen- 
ebene der Geraden zeichnet und den Schnittpunkt P^ 
dieser Geraden mit g^ nach P, abstrahlt; Pj^P^ sind 
die Bilder des fraglichen Schnittpunktes. 

9. Steht eine Gerade g auf der Ebene L^MN^ 
(Fig. 126) senkrecht, so steht ihre Strahlenebene 
sowohl auf der zugehörigen Bildebene als auf der 
genannten Ebene senkrecht; die Schnittgeraden letzterer Ebenen, d. i. 
die Spur der Ebene L-^MN^ ist somit senkrecht zur Strahienebene 
{§ 3, 9b), woraus nach 5 a folgt: 

a) Von einer Geraden, die senhrecht m einer Ebene ist, sind 
die Bilder senkrecht mi den sugekörigen Sparen der Ebene. 

b) Der Abstand eines Punktes von einer Ebene L^MN^ 
(Pig. 126) ist hiemach durch die in 8 und 6 gelösten Aufgaben zu 
bestimmen. 
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c) Der Winkel einer Gferaden und Ebene wird gefunden, 
indem man durch einen Punkt der ersteren eine Senkrechte zu der 
Ebene zieht und den Winkel beider Geraden nach 7 bestimmt; dieser 
ergänzt den fraglichen Winkel zu einem Rechten. 

10. Sind P^R, BS^ und P^Q, QS^ die Spuren zweier Ebenen, 
so sind P^ und S^ zwei Punkte der Schnittgeraden beider 
Ebenen. Indem man beide Punkte* auf die Axe abstrahlt, erhält 
man die Bilder dieser Sehnittgeraden P^S^, P^S^. 

Um den Winkel zweier Ebenen P,ES^ und P^QS^ zu er- 
halten, klappt man den Winkel zwischen der Schnittgeraden beider 
Ebenen und ihrem Grimdiifs um letzteren g^ 

in die Gruudrifs ebene auf nach Sj^P^S^; '''/''^XX 

eine Senkrechte B^'C^ zu P^S^' bestimmt / / \ V\ 

dann, in ihre ursprünghche Lage zurück- I / \ \ \ 

gedreht, mit der Senkrechten AyCyD^ / ■ \^ \ ^ 

zu P^S'^ eine Ebene, die senkrecht zur u^^^~^^^s\y^\~74S, 
Schnittgeraden beider Ebenen ist und in '-^.-^"v^ V'' '^ •'/ 

welcher die Schenkel des beti-. Ebenen- ^ "---^^^^tC/ \ ]// 
winkeis liegen. Die Gröfse dieses Winkels "i^^^^s/ 

A^BI)^ ergiebt sich bei der Umklappung _ '' " -K 

um A^ü^, wobei J5 auf B^P^ ^u liegen '^ 

kommt (5e) und zwar in der Entfernung 6\i?i'= O^B^ von C^; es 
ist -^ j4jIf^'Z>, der gesuchte Winkel. 



§ 43. Abbildung iu Bezug auf ein Axeukreuz. 

Krystall-Abbildung. 

1. Wie in § 15 angegeben wurde, wird die Lage der räumlichen 
Gebilde festgestellt in Bezug auf drei Strahlen eines Punktes OX, 
OY, OZ, die sog. Koordinatenaxen, welche meist zu einander 
senkrecht angenommen wa-den. Die Lage eines Punktes in Bezug 
auf sie wird durch die zu ihnen parallelen Strecken von dem Punkt 
bis zu den Ebenen der Axen bestimmt, d. h. durch die Koordinaten 
des Punktes. Werden sowohl von den Axen OX, OY, OZ, als von 
den Koordinaten der Punkte die Bilder auf eine Ebene mittels 
Parallelstrahlen entworfen, so erhält man eine axonometrische 
Abbildung. Die Koordinaten stehen dann m dieser Abbildung in 
unveränderlichem Verhältnis mit den entsprechenden räumlichen Koor- 
dinaten {§ 42, 1 o). Dieses Verhältnis wird dadurch bestimmt, dafs 
man auf die Axen die Strecke 1 abträgt, 0X= OY = OZ^ 1 und 
deren Bilder bestimmt. 

2. Die einfachste Art dieser Abbildung ist die, dafs man zwei 
Axen OX und OZ des Axenkreuzes in die Bildfläche selbst verlegt, 
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die daun einen rechten Winkel mit einander bilden und auf den die 
Streckeneinlieiten OX und OZ sich in wahrer Gröfse darstellen. 
Von der dritten Axe, die in anf diesen senkrecht steht, kann der 
Endpunkt der Einheit nach jedem beliebigen Punkt der Bildebene 
durch einen schrägen Strahl abgebildet werden, so dafa das Bild OT 
dieser Axe durch jeden beliebigen Strahl von 0, und das Bild der 
Einheit auf ihr durch jede beliebige Strecke dieses StraMes dargestellt 
werden kann. Häufig wird OF unter 30° oder löO" gegen OX ge- 
neigt und y = — OX angenommen (rgl. Fig. 129). 

Die Lage einer Ebene gegen das Axenkreuz wird durch die drei 
Abschnitte bestimmt, welche die Schnittpunkte der Ebene auf den 
Axen begrenzen. 

Setzt man auf die Zeichenebene in einen eenkrechten Stift yoa der 
Länge OX — OZ = 1, bo erhält man in der Geraden von dessen Grenapunkt 
nach Y den Strahl, in dessen Eiohtung man das Auge versetzen muTs, xna 
das Bild thunlichst körperlich erscheinen zu lassen. 

3. Diese Darstellungsart wird besonders in der Krystallographie 
angewendet. Man zeichnet mit Hilfe der Schnittpunkte jeder Ebene 
des Krystalles mit den Axen die Schnittgeraden dieser Ebenen mit 
den Axenebenen und erhält mittels der Schnittpunkte dieser Schnitt- 
geraden Punkte der Kanten des betr. Körpers. 

a) So wird das regelmäfsige Oktaeder (dessen Flächen auf den 
Axen Abschnitte ergeben, die im Verhältnis 1:1:1 stehen) daj-ge- 
stellt durch die Verbindungatreeken der sechs Grenzpunkte der von 
aus auf den Strahlen und Gegenstrahlen des Axenkreuzes aufgetragenen 
Einheiten. 

b) Die Kanten des Tetraeders werden erhalten, indem man 
durch die Ecken einer Oktaederfläche Parallele zu den Gegenseiten 
zieht und dies wiederholt für weitere Flächen des Oktaeders, die 
keine Kanten mit einander gemein haben. 

c) Der Würfel (Axensehnittverhältnia 1 : oc ; oo) wird erhalten, 
indem man in jeder Ebene zweier Axen das Bild des Quadrates 
zeichnet, dessen Seitenmitten die Endpunkte der Einheiten auf den 
Axen sind, und dann durch die Ecken dieser Vierecke die Parallelen 
zur dritten Axe zieht. 

d) Das Rbombendodekaeder (1:1: oo) wird erbalten, indem 
man je einen Grenzpunkt einer Axeneinheit mit den Ecken des eben 
angegebenen Quadrates verbindet, das in der Ebene der beiden andern 
Axen liegt. 

e) Ein Ikositetraeder oder Vierundzwanzigflachner, von 
welchem jede Fläche auf den Axen drei Strecken begrenzt, die im 
Verhältnis 1:2:2 stehen, wird dargestellt, indem man zunächst auf 
die Axen die Strecken 1 imd 2 abträgt und in jedem Axenwinkel die 
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beiden Punlftpaare verbindet nnd dann tod dem Schnittpunkt ihrer 
Yerbindungsgeraden den Strahl in der Richtung nach dem Punkt im 
Abstand 2 auf der dritten Axe zieht und zwar nur bis zum Schnitt- 
punkt mit einem ebenso erhaltenen Strahl. Es entstehen in jedem 
Achtel des Asenkreuzes die Bilder dreier gleichsch enkeligen Vierecke. 

f) Werden dagegen zunächst die Kanten des Oktaeders ge- 
zeichnet und dann von jeder Ecke der Strahl in der Richtung nach 
dem in e) angegebenen Schnittpunkt der Verbindungsgeraden der End- 
punkte von 1 und 2 in der gegenüberliegenden Axenebene gezogen, 
so entsteht das Triakisoktaeder oder das Pyramidenoktaeder 
mit dem Axen Verhältnis 1:1:2. 

g) Ein Tetrakiehexaeder oder Pyramidenwürfel. 
Flächen auf den Axen das Strecken Verhältnis 1:2: 
entworfen, indem man zunächst 
wieder die Strecken 1 und 2 auf 
den Axen anträgt (Fig. 129). 
Die Verbindungsgeraden XZ^ 
und ZX^ sind die Schnittge- 
raden der Axenebene XOZ mit 
zwei Ebenen, welche parallel Y 
sind und daher sich in einer 
Kante Pi -El ]| OF schneiden. In 
gleicher Weise erhält man die 
Kanten P^^i ^"'■^ -^a-^^n welche 
die ersfcere in einem Punkt Ei 
schneiden. Von diesem Punkt 
gehen noch die Kanten nach 
den Punkten X, Y, Z, so dafs 
in i\ ein Sechskant entsteht. 
In gleicher Weise werden die 
benützt. 

h) Der Aehtundvierzigflächner oder das Hexakisoktaeder 
mit den Axen ah schnitten im Verhältnis 1 : 1^ : 2 wird ähnlieh wie in 
e) und f) ausgeführt. 

i) Aus diesen Körpern werden solche mit der halben Plächen- 
zahl erhalten, wie oben bei dem Tetraeder gezeigt wurde. Denken 
wir uns z. B. von den Ebenen des Pyramidenwüi-fels (Fig. 129) nur 
die Hälfte vorhanden nnd zwar je zwei nicht an einer Kante des- 
selben zusammenstofsende Flächen, wie XP^E^, YP^E^ und ZF^E-^, 
so entsteht an E^ ein Dreikant. Bei X, Y, Z sehneiden die betr. 
Ebenen die mit ihnen in Bezug auf die Axenebene beiderseits gleich- 
liegenden Ebenen in di-ei Parallelen zu den Axen XÄ^ j Y, YÄ^ || OZ, 
ZA^ II OX, welche jeweils durch die Verb indungs geraden XjY, Y^Z, 




zu OX, OY, OZ 
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Z^X begrenzt werden; E^A^, E^A^, E^A^ sind die Kanten des Drei- 
kants. Man erhält so (.als hemiedrischen Körper des Tetrakis- 
hexaeders) ein Pentagondodekaeder. 



§ 44. Abbildung der Kiigelobcrfläche. 

Kartemietze, 

1. Von den ümdrelimi^^sfläehen Kegel-, Cylinder- niid Kugel- 
fläche lassen sich nur die beiden ersteren in die Ebene aufrollen, 
und so läfst sich ein ebenes Büd irgend welcher auf ihnen ge- 
zeiclmeten Figuren erbalten. Die Abbildimg der Figuren einer Kugel- 
flache aber ist besonders von Wichtigkeit wegen ihrer Anwendung 
zur Darstellung der Erdoberfläche oder des Fixsternhimmels. Es 
werden hei den hierzu dienenden Kartennetzen zuerst die Meridiane 
imd Parallelkreise nach bestimmten Gesetzen gezeichnet und im An- 
scblufs an diese dann die einzelnen Orte eingetragen. Wir geben im 
Folgenden einige der gebräuchlichsten Darstellungs arten. 

Die Bildebene können wir uns stets als Berilhrungsebene irgend 
einer Kugel vorstellen, auf welcher das Gradnetz entworfen ist, da 
die Bilder auf parallelen Ebenen ähnheb sind, Der Berührungspunkt 
der Bildebene stellt den Mittelpunkt der Karte dar, wonach das Netz 
verschieden ausfällt, je nachdem der Punkt der Pol ist, — oder auf 
dem Äquator liegt, — oder irgend einem Breitegrad angehört. 

2. Das orthographische Kartennetz ist die Darstellung des 
Kugehietzes nach Grund- oder Aufrifs. Berührt die Grundrifsebene 
einen Pol, so giebt der Aufrifs das Netz mit dem Äquator in der 
Mitte, Im Grundrifs werden die Parallelkreise als Kreise um den 
Pol, die Meridiane als Durchmesser dargestellt, welche gleiche Winkel 
mit einander bilden. Im Aufrifs werden die Parallelkreise als parallele 
Sehnen dargestellt, die als Durchmesser der Parallelkreise im Grundrifs 
benutzt werden. Man überträgt dann noch die Schnittpnnkte der 
Parallelkreise und Meridiane aus dem Grundrifs in den Aufrifs und 
zeichnet die Meridiane als halbe Ellipsen. — Um für einen Punkt 
irgend welcher geographischen Breite als Kartenmittelpunkt das Ketz 
zu erhalten, zeichnet man den zuvor entworfenen Aufrifs mit gedrehter 
Ase ab, der Art, dafs der betr. Punkt an die höchste Steile kommt 
und entwirft hierzu den Grundrifs, in welchem alle Punkte die gleiche 
Entfernung von der Äxe behalten, wie in dem zuvor entworfenen 
Grundrifs (§42, 5 b). 

3. Die Abbildungen einer Kugel lassen sich nach der Lage des 
Strahlpunktes einteilen in solche, hei welchen der Strahlpunkt im 
Kugelmittelpunkt liegt oder anf der Kugeloberfläche oder in einem 
beliebigen andern Punkt. Liegt der Strahlpunkt im Mittelpunkt 
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der Kugel {centrale, gnomonische Projektion), so werden die 
Bogen aller Hauptkreise als Strecken (körzeste Abstände) dargestellt. 
Mit zunehmender Entfernung vom Mittelpunkt der Karte (dem 
Gfrundrifs des Strahlpunktes auf der Bildebene) werden gleiche 
Bogen mehr und mehr wachsend dargestellt, und die Punkte, die um 
y^ des Kreises von jenem entfernt sind, fallen in unendliche Ent- 
fernung. Die Erdoberfläche wird hierbei meist auf die Flächen 
eines regelmäfsigen Körpers, welcher der Kugel umbeschrieben ist. 



4. Bei dem stereographischen Netz (Hipparch, 150 t. Chr.) 
wird ein Punkt G der Ku gelob erfläch e als Strahlpuukt und die Be- 
rührungsebene im gegengesetzten Punkt ^ 

M (oder irgend eine mit ihr parallele 
Ebene) wird als Bildebene angenommen. 
Es sei APS irgend ein Kreis der Kugel 
und A^B^ sein Bild auf die in M berüh- 
rende Ebene. Wird nun durch CM die 
Ebene CAB senkrecht zur Ebene APB 
gelegt, so ist die erstere Ebene der Haupt- 
axensclmitt des Strahlenkegels (S. 52, i) 
und senkrecht zur Bildebene; zugleich ist 
^ CAB = CB^A^, da letzterer Winkel 
gleich dem Winkel von CB mit der B er uhrunga ebene in C ist. Die 
Bildebene jIjPjCj ist somit Wechselschnitt zur Ebene des Kreises 
AB, also auch das Bild A^BJ^ ein Kreis (S. 54, e). — Schneiden eiu- 
ander die Berührenden eines Punktes P und seines Bildes P^ in Q, 
so ist (nach S. 85, a Aumerk.) PQ = P^Q. Wird der Kreis AB in P 
von einem zweiten Kreis geschnitten, so gilt ebenso für die Berüh- 
rende desselben PL ^^ P^L, wenn L deren Schnittpunkt ist. Da 
aufserdem QL=QL, so folgt, dafs ^QPL=QP^L. Somit ist 




a) In der stereograpkischeit Darstellung wird jeder Kreis wieder 
als Kreis (oder als Gerade) abgebildet. 

b) Der Schrnttwinkd zweier Kreise hldht in dieser Abbildung un- 
verändert. 

Hieraus folgt, dafs die kleinsten Teile der Abbildung ähnlich 
den entsprechenden Teilen auf der Kugel sind. Abbildungen, welche 
diese Eigenschaft haben, nennt man winkeltreue (isogonale oder 
konforme). 

In Fig. 131b ist das atereographische Ketz für einen Punkt von 
60" Breite entworfen, Fig. 131 a stellt zunächst zu diesem Zweck 
den Aufrifs der abzubildenden Halbkugel auf einer zur Bildebene der 
zweiten Figur senkrechte Ebene dar. Der Strahlpunkt ist C, und 
letztere Bildebene erscheint als ßerade Aj^B^ verkürzt; sie ist parallel 
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znr B er iihrungs ebene in C dnrcli den Mittelpunkt der Kugel gelegt. 
Der Meridian Ä^^N^S^ wird als Ünrcluneaser ÄNB dargestellt; seine 
Selmittpunkte mit den Parallelkreisen 0", 30", 60" werden erhalten, 
indem die betreffenden Punkte in Fig. 131a zimäclist von C auf Ä^^B^ 




und dann durchSenk 
rechte zu Ä^B^ auf 
AB] man erhält so 
von jedem Parallel 
kreis den D^arch 
messer auf j4 JJ. Sollte 
ein Gronzpunkt eines 

solchen Durch- 
messers zu weit 
hinausfallen, so ent 
wirft man das Bild 
des Schnittpunkten 
von Aj^B^ mit dem 
in Fig. 131a ala Ge 
rade dargestellten Pa 
rallelkreis auf dem 
Umfang des Kreises 
AB in Fig. 131b 
und erhält so einen 
oder zwei Punkte 
des Kreises. Die 
beiden Pole N^S^ 

werden nach JV^S, und von da nach NS abgestrahlt. An diese 
Sehne NS trägt man als Berähnmgswinkel 30", 60", 90" an; die 
zugehörigen Kreisbogen sind die Meridiane. 

6. Andere, nicht durch Bestrahlung entstehende Kartennetze 
erhält man, indem inan das Bild zunächst auf einer Kegel- oder 
Cylinderfläche dargestellt und diese dann in die Ebene aufgerollt 
denkt. - Der Kegel wird entweder als die Kugel berührend in dem 
die Mitte der Kai'te einnehmenden Parallelkreis oder als die Kugel 
in zwei Farallelkreisen schneidend angenommen. Diese Kreise, sowie 
der mittlere Meridian der Karte werden durch die Schnitte ihrer 
Ebenen mit dem Kegel dargestellt; für die übrigen Parallclkreiae 
ergeben sich Kreise um denselben Mittelpunkt, deren Abstände den 
Bogen des mittleren Meridians entsprechen. Die -Meridiane werden 
als Seitengeraden des Kegels durch die Grenzpunkte der entsprechenden 
Bogen der erstgenannten Parallelkreise abgebildet oder als krumme 
Linien durch die Grenzpunkte der auf allen Parallelkreisen bestimmten 
Bogen. 
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Tritt an die Stelle des Parallelkreisea der Äquator, so iat die zu- 
gehörige abwickelbare Fläche eiu Cyliuder. Meridiane und Parallel- 
kreise bilden dann ein aus E«ehtecken bestehendes Netz. Da die 
Meridiane gegen die Pole zusammenlaufen, hier aber als Parallele 
abgebildet werden, so wächst das Verhältnis der abgebildeten Bogen 
der Parallelkreise zu den entsprechenden wahren Bogen mehr und 
mehr mit zunehmender Breite und zwar im Verhältnis l:cos^, 
wenn fp die geographische Breite ist, da die Halbmesser der 
Parallelkreise im Verhältnis cos qs stehen. Werden die Abstände 
der Parallelkreise, d. i. die Bogen der Meiidiane in demselben Mafse 
vergröfsert, so erhält man Mercator's Projektion*); die Teile der 
Karte wachsen gegen die Pole hin bis ins Unendliche, sind also für 
diese Punkte selbst nicht ausführbar. In diesem Netz zeigt sich 
hiemach eine von zwei benachbarten Paralielkr eisen und zwei solchen 
Meridianen begrenzte Fläche als ein Rechteck, dessen Seitenverhält- 
niase um so mehr mit den wirkhehen Verhältnissen übereinstimmen, 
je kleiner die Fläche ist. Es ist somit diese Darstellimg eine in den 
kleinsten Teilen ähnliehe, also winkeltreue. 

Da eine Gerade in dieser Darstellung alle Meridiane unter dem- 
selben Winkel sehneidet, so gilt dies auch für die ihr entsprechende 
Linie auf der Kugel, die Losodrome, (welche ein Schiff durchläuft, 
das seinen Kurs immer nach einerlei Himmelsrichtung einhält). Auf 
dem Cylinder, dessen Abwickelung die Karte ergiebt^ ist sie eine 
Schraubenlinie; auf der Kugel entspricht ihr demnach eine krumme 
Linie, welche sich dem Pol in unendlich vielen Windungen nähert, 
ohne ihn zu erreichen. 

Flächeatreue Abbildungen geben die Fläehenteile der Kugel in 
dem der Wirkliohteit entsprechenden Verhaltnia. 



§ 45. Bestimmniig des (resicJitspuiiktes zu einem Bild von 
baulichen Gegenstäuden. 

1. Wenn der Zweck einer Abbildui^ körperlicher Gestalten auf 
einer Ebene der ist, auf unser Auge thunlichst denselben Eindruck zn 
machen wie erstere selbst, so wird ein künstlerisches oder ein 
malerisches Bild entworfen, wie es sieb ergiebt, wenn ein Auge 
der Strahlpunkt iat und die Bildfläche lotrecht zwischen Auge und 
i liegt. Der Strahlpunkt wird der Gesichtspunkt genannt 



*) Dieses Netz wurde ausgedacht und zuerst (1569) bei der Zeielmung 
einer Weltfeaite benutzt von dem dputachen Geographeo Gerhard Kremer, 
genannt Mercator, aus Duisliurg (1B12 — 1594). Er liefs die Längen der Meri- 
dianbögen von ganzem Grad zu Grad im Verhältnis 1 : oo 
nähernd an Stelle stetigen Wachsens genommen werden kann. 
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und der Fufspuakt der Seakreekten tou ihm auf die Bildebene der 
Hauptpunkt. 

Für die Bilder von Geraden und von ebenen Figuren gelten hier 
natürlich die im III. Abschnitt gegebenen Sätze. Aber auch für Gerade, 
welche nicht einer einzigen Ebene angehören, ergeben sich leicht die 
folgenden Sätze: 

a) Gerade, die unter sich und sur Bildebene parallel sind, werden 
cds Farallele abgebildet. 

h) Die Süder paraUeler Geraden, die nicht paraUel der Bildebene 
sind, laufen in einem Pimht, dem Fluchtpunkt, misammen, welcher auf 
dem SU den Geraden parallelen Strahl des GesichtspwyAtes liegt. 

c) Von dUen Geraden parallele Ebenen li^en die Fluchtpunkte 
mif einer einzigen Geraden, auf der Flwchtgeraden dieser Ebenen; es ist 
dies die Schnittgerade der su den Ebenen parallelen Ebene dwch den 
GesichtspimM. 

d) Der Hauptpunkt ist der Fluch^tmkt aller Senkrediten sur 
BildfläcJie; die Wagrechte durch ihn enthält die Fluchtpunkte aller wag- 
rechten Geraden. 

Diese Gerade heifst der Horizont des Bildes. 

3. Wir wollen hier nicht weiter ausführen, wie solche künst- 
lerische Bilder zu entwerfen sind, sondern nur die Aufgabe lösen, 
wie zu einem Bilde der Gesichtspunkt zu finden ist, von 
welchem aus man das Bild betrachten mufs, damit es den dargestellten 
Gegenständen am besten entspricht. Das Mittel hierzu bilden die 
Darstellungen von Gegenständen, an welchen quadratische oder recht- 
eckige Flächen vorkommen. 

Sind auf dem BOd zwei parallele wagreehte Gerade dar- 
gestellt, so verlängert man die Bilder dieser Geraden bis zu ihrem 
Schnittpunkt und zieht durch diesen eine wagrechte Gerade. Die 
Höhe des Gesichtspunktes ist dann bestimmt durch die wag- 
rechte Ebene dieser Geraden. 

3. Ist in der Zeichnung ein wagrechtes Quadrat oder 
Rechteck dargestellt, von dem eine Seite parallel der Bild- 
fläche ist — was man daraus erkennt, dafs auch ihre Abbildung 
wagrecht ist -— , so stellen die angrenzenden Seiten Senkrechte zur 
Bildebene dar; sie schneiden einander im Hauptpunkt. Der Ge- 
sichtspunkt liegt auf der in diesem Punkt senkrecht zur Bildebene 
errichteten Geraden. 

Liegt zunächst die Darstellung eines Quadrates vor, so trifft eine 
Eokenlinie in dem Bild den durch den Hauptpunkt gelegten Horizont 
in einem Punkt (Distanzpunkt), dessen Abstand vom Hauptpunkt 
zugleich den Abstand des Gesichtspunktes von letzterem giebt, 
da die Eckenlinie unter einem Winkel von 45" gegen die Bildebene 
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geneigt ist und der Sehstrahl nacli dem Fluchtpnnkt der Eckenlinie 
zu dieser parallel ist. 

Für den Fall, dafs statt des Quadrates ein Keehteek dargestellt 
ist, dessen SeitenverlL'ältnis a : h aus der Zeichnung erkennbar ist 
(z. B. bei einer Säulenhalle aus der Zahl der Säulen in beiden Rich- 
tungen, bei einem Hause an der Zahl der Fenster), verhält sich auch 
die Strecke zwischen dem Fluchtpunkt der Eckenlinie (auf dem Hori- 
zont) und dem Hauptpunkt zum Abstaud des Gesiehtspunktea von 
letzterem wie a : 6, wonach dieser Abstand bemessen werden kann. 

4. Ist ein wagrechtes Quadrat oder Rechteck ohne eine 
zur Bildebene parallele Seite dargestellt, so liegt der Gesichts- 
punkt auf dem Kreis, der um die Strecke zwischen beiden Flucht- 
punkten der Seiten als Durchmesser in der wagrechten Ebene dieser 
Strecke gelegt wird; denn die Strahlen von dem Gesichtspunkt nach 
den Fluchtpunkten müssen, als Parallele zu den Seiten des Quadrates 
oder Rechtecks, einen H mit einander bilden. 

Liegt zunächst das Bild eines Quadrates vor, so mufs dieser M 
von der Geraden nach dem Fluchtpunkt einer Eckenlinie halbiert 
werden. Wird der genannte Kreis um den wagreehten Durchmesser 
in die Bildebene umgeklappt, so giebt die Verbindungsgerade der 
Mitte des einen Halbkreises mit dem Fluchtpunkt der Eckenlinie den 
Durchmesser, dessen anderer Grenzpunkt der Gesichtspunkt ist, sobald 
der Kreis wieder wagrecht gelegt wii-d, so dats letzterer Punkt vor 
die Bildfläehe kommt. 

Ist dagegen das Bild eines Rechtecks gegeben, dessen Seitenver- 
hältnisse man kennt, so ist statt der Mitte des Halbkreises hinter der 
Bildfläche der Grenzpunkt des Bogeas zu bestimmen, welcher dem 
Winkel der Eckenlinie mit einer der Seiten entspricht. Man trägt 
diesen Winkel am Fluchtpunkt der andern Seite an dem Horizont in 
den Halbkreis und erhält auf diesem durch den zweiten Sehenkel des 
Winkels den Punkt, der mit dem Fluchtpunkt der Eckenlinie und 
ipunkt auf einer Geraden liegt. 
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Aufgaben zum ersten Kapitel. 

Bemerkung Die Zeichen auf gl bpn des torpeilichen Eauracs pi 
fordern das Legen von Ebenen duTLh die sie liestiimneiiden htucke ebeiiSiO 
wie die der ebenen TTeometrie das Zieten von Geladen In jenen Hüfa 
ebenen sind die 4.ttfgaben aut sulcte der ebenen Geometiie zurückzufilhun 

1. Man soll duich einen Punkt eine üeiade legen, welche ! 
mit einer gegebenen Geraden a) einen gtgebenen Winktl bildet 
b) parallel ist 

3. Man soll durfh einen Punkt auXaer ernei Ebene eme zu 
letzterer parallele Gerade ziehen Wie viele Losungenr* 

3. Durch a) einen Punkt, b) eine Geiade soll eme Ebene pa 
raUel zu einer gegebenen Gera<äen gelegt werden. 

4. Sind Gerade, die einer Ebene parallel sind, einander parallel? 

5. Man bestimme die Lage aller durch einen Punkt gehenden 
und a) zu einer Ebene parallelen Geraden, b) zu einer Geraden pa- 
rallelen Ebenen. 

6. Gegeben seien zwei windschiefe Gerade ff^ und g^- M^^n soll 
bestimmen : 

a) durch ^j eine mit g^ parallele Gerade; 

b) durch g^ die mit g^ parallele Ebene; 

c) durch einen gegebenen Punkt die zu g^ und g^ parallele Ebene; 

d) durch einen gegebenen Punkt die g^ und g^ schneidende 
Gerade; 

e) eine ^, und g^ schneidende Gerade, welche einer gegebenen 
Geraden l parallel ist; 

f) eine g^ und g^ schneidende Gerade, welche einer gegebenen 
Ebene A parallel ist. 

7. Wenn man durch jede von zwei windschiefen Geraden a 
und h die zur andern parallele Ebene k und ß legt, so ist k || ß; 
Beweis? 

8. Man soll die Gerade bestimmen, welche drei windschiefe 
Gerade schneidet und zwar die eine in eiaem gegebenen Punkt. 
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9. Es soll der Ort aller Punkte angegeben werden, von welchen 
aus die parallel einer gegebenen Geraden nach einer Ebene gezogenen 
Strecken einander gleich sind. 

10. Zwei Ebenen sind parallel, wenn sie Ton drei nicht in einer 
Ebene liegenden parallelen Gferaden gleiche Stücke ausschneiden, 

11. Drei parallele Ebenen schneiden aus zwei Geraden Strecken 
von gleichem Verhältnis aus. 

13, Man soll von einem windschiefen Viereck, d, i. von einem 
solchen, dessen Ecken nicht in derselben Ebene liegen, die i 



a) Die Mitten der vier Seiten liegen in einer Ebene und be- 
stimmen ein. Parallelogramm, 

b) Die Verbindungsgeraden der Mitten der Gegenseiten und der 
Eckenlinien gehen durch einen Punkt und halbieren einander in 
demselben, 

c) Zwei Gegenseiten eines einbeschriebenen ebenen Vierecks 
achneiden einander auf einer Eckcnlinie des windschiefen. 

i. 13. Wenn eine von zwei parallelen Ebenen zu einer dritten 

Ebene senkrecht ist, so ist es auch die andere. 



14. Wenn eine von zwei pa- 
rallelen Geraden zu einer Ebene 
senkrecht ist, so ist es auch die 
andere. 

16. Wenn eine Gera*3e und eine 
Ebene aufs er ihr senkrecht zu 
einer Geraden sind, so sind erstere 
parallel. 

18. Wenn von zwei Strahlen der 
eine parallel, der andere senkrecht 
zu einer Ebene ist, so sind sie 
unter einander senkrecht. 



16. Wenn eine von zwei pa- 
rallelen Ebenen zu einer Geraden 
senkrecht ist, so ist es auch die 
andere. 

17. Wenn eine Ebene und eine 
Gerade aufser ihr senkrecht zu 
einer Ebene sind, so sind erstere 
parallel. 

19. Wenn von zwei Ebenen die 
eine parallel, die andere senkrecht 
zu einer Geraden ist, so sind sie 
imter einander senkrecht. 



20. Man soll durch einen Punkt, welcher a) auf, b) aufser einer 
Geraden liegt, die zur Geraden senkrechte Ebene legen. 

21. Man soll durch einen in der Ebene « liegenden Punkt P 
eine zur Ebene senkrechte a) Ebene, h) Gerade bestimmen, (An- 
wendung von S. 12, 3 Zusatz.) 

33. Dieselben Aufgaben wie 21, wenn P aufaerhalb a liegt. — - 
Andeutung: a) Fälle die Senkrechte von P auf eine Gerade a in tt. 
b) Löse zuerst a). 

23. Durch a) eine gegebene Gerade, b) einen gegebenen Punkt 
eine Ebene zu legen, welche mit einer gegebenen Ebene einen ge- 
gebenen Winkel bildet. 

34. Es soll in einer Ebene a) durch einen ihrer Pimkte, 
b) parallel einer Geraden eine Gerade x SO gezogen werden, dafs sie 
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von a) einem Punkte aufser der Ebene den gegebenen Abstand r, [? 
ß) zwei Punkten aufser der Ebene die gegebenen Abstände r und s hat. 

25. Man soll eine Ebene bestimmen, welche; 

a) durch eine Gerade geht und 1 b) durch einen Punkt geht und 
von einem gegebenen Punkt ge- von einer gegebenen Geraden ge- 
gebenen Abstand hat; | gebenen Abstand hat; 

c) durch einen Punkt geht und von drei gegebenen nicht auf 
einer Geraden liegenden Punkten gieichweit absteht. 

26. Alle Strecken, welche von Punkten eiaer Geraden aus auf 
eine zu ihr parallele Ebene senkrecht gefällt werden, sind gleichgrofs. 

27. Welches ist der Ort aller Punkte, die von einer Ebene eine 
gegebene Entfernung haben? 

38. Man soll den Ort aller Punkte angeben, welche von zwei 
a) parallelen, b) nicht parallelen Ebenen a) den gleichen, ß) je ge- 
gebenen Abstand, y) gegebenes Verhältnis der Abstände haben. 

39. Wie weit ist ein Punkt P von eiaer Ebene a entfernt, wenn 
seine Entfernung von einem Punkte Ä der Ebene = a und wenn die 
Entfernung ÄF = r bekannt ist, wobei F der Gnmdrils von P auf a 
ist? — Beispiele; tt = 5, r = 3; ts = 42,7, r = 7,7. 

30. Die Absfände zweier Punkte Ä und B von einer Ebene seien 
a und b, der Abstand ihrer Grundrisse auf der Ebene sei c. Wie grofs 
ist AB? — Beispiele: a = 17, 6 = 28, c = 60; a = 87, b = 15, 
c = 65; ffl=l,3, i = i^, c = 1,52. 

31. Wie weit ist ein Punkt von der Ebene eines regelmälsigen 
Dreiecks (Vierecks) entfernt, wenn sein Abstand von jeder Ecke des- 
selben gleich der Seite (=^ aj ist? 

32. Im Mittelpunkt eines regelmälsigen Dreiecks (Vierecks), 
dessen Seite = a, sei die zu dessen Ebene senkrechte Strecke = et 
gezogen. Wie weit ist der Endpunkt der Strecke von den Ecken 
entfernt? 

33. Ein Dreieck habe die Seiten 104, 112, 120. Wie weit ist 
ein Punkt von seiner Ebene entfernt, wenn sein Abstand von jeder 
Ecke 169 beträgt? — Antw. = 156. 

34. Wird durch den Mittelpunkt eines Kreises eine zu seiner 
Ebene schiefe Gerade gelegt, so hat ein beliebiger Punkt der Geraden 
von den Kreispunkten verschieden grofse Entfernungen. Von welchem 
Punkte aus ist diese Entfernung am gröfsten? am kleinsten? von 
welchen beiden Punkten ist die Entfernung je die gleiche? 

35. Sind zwei Ebenen senkrecht zu je einer von zwei wind- 
schiefen Geraden, so ist ihre Sclmittgerade parallel zur kürzesten Ent- 
fernung beider Windschiefen. 

36. a) Wenn eine Strecke s zwei windschiefe Gerade a und h 
unter gleichen Winkeln schneidet, so liegen die Schnittpunkte gleich- 
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[§ 5-] weit entfernt von den Fufspunkten der kürzesten Entfernung beider 
Geraden. Beweis? — Andeutung: Lege durch a die Ebene a |] b und 
ziehe in a durch Punkt (as) die Pai-allele zu b. 

b) Man soll zwischen zwei windschiefe Gerade a und h eine ge- 
gebene Strecke s so eintragen, dafs sie mit a und h gleiche Winkel 
bildet. — Andeutung; Benutze Satz a), 

37. Man soll in einer gegebenen Ebene einen Punkt finden, 
der Ton zwei gegebenen a) Punkten oder b) Ebenen je gegebene Ent- 
fernungen hat. 

38. Durch einen Pimkt soll eine Ebene gelegt werden, die mit 
einer Geraden einen gegebenen Neigungswinkel hat. 

39. Durch einen Punkt, der a) in, b) aufser einer Ebene liegt, 
soll eine Gerade gezogen werden, so dafs der Neigungswinkel eine 
gegebene GrÖfse hat. 

40. Wird durch die Halbierungsgerade eines Winkels (oder 
seines Nebenwinkels) eine Ebene gelegt, so bilden mit dieser Ebene 
die Schenkel des Winkels gleiche Winkel, und ihre Grundrisse auf 
der Ebene bilden mit jener Halbiemuga geraden gleiche Winkel. 

41. Die Halbierungsgerade eines Winkels hat zum Grundrifs auf 
einer Ebene, die zu ihr (oder zur Halbieruiigsgeraden des Neben- 
winkels) parallel ist, die Halbierende des Grundrisses des Winkels. 

4:2. Wenn die von zwei Punkten Ä und B aus nach einer Ebene 
unter gleichen Neigungswinkeln gezogenen Strecken gleich sind, was 
läfst sich von A und B behaupten? — Umkehrungen? 

43. Wie weit steht eine Ebene von einem Punkte ab, wenn 
eine von letzterem aus zur Ebene gezogene schiefe Strecke die 
Länge a hat iind den Neigungswinkel von 30** (60", 45®) bildet? 

44. Wenn in Pig. 14 (S, 12) FB der Grundrifs von FA ist, und 
wenn BFA = 45® (30®) und ^BIX= 45» (60») ist, welche GrÖfse 
hat ^ ÄFX'^ 

45. Eine Wegstrecke von 2 km Länge sei gegen die wagrechte 
Ebene um 2® 20' geneigt; wie grofs ist ihr Grundrifs auf letzterer? 

46. Welchen Winkel bildet die Gerade AB in Nr. 30 mit der 
Ebene? 

47. Ein Weg bestehe aus drei Strecken AB, BC, CD, die 
das Gröfaenverhältnis 2:1:3 haben und gegen die wagreehte Ebene 
um 5" 26', 3® 40', 173^® geneigt sind; der gesamte Grundrifs auf der 
genannten Ebene betrage 6 km 783 m. Wie lang sind die einzelnen 
Strecken? 

48. Ein Punkt P und aufser ihm eine Ebene e seien gegeben. 
Man soU durch P nach e eine Strecke von a) bekannter Länge l, 
b) bekanntem Neigungswinkel A ziehen, welche einer zugleich ge- 
gebenen Ebene s' parallel ist. 

49. Man soU zwischen eine Gerade und eine Ebene eine ge- 
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gebene Strecke so eintragen, dafs sie parallel einer gegebenen Ebene [§ 5.] 
wird und mit der gegebenen a) Ebene, b) Geraden einen gegebenen 
Winkel bildet. 

50. Die Grundrisse aller Durchmesser eines Kreises werden 
durch den Grundrifs des Mittelpunktes halbiert. Welcher Durch- 
messer hat den grÖIsten GrundriTs? welcher den kleinsten? welche 
haben gleiche Grundrisse? 

51. Die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks S liege in 
einer Ebene £, und die Keigungswinkel seiner Katheten gegen s seien 
K und ß. Wie grofs ist -^ (df)? — Beispiel: « = 20", ß = 25". 
Andeutung: Drücke die fraglichen Strecken in der Hypotenuse c und 
den Winkeln tt und ß aus. 

62. Zwischen zwei parallelen Ebenen im Abstand a seien zwei 
acluefe Strecken gezogen, deren Längen das Verhältnis 3 : 5 und deren 
Neigungswinkel mit einer der Ebenen das Verhältnis ^=2:1 haben. 
Welche Lange haben beide Strecken? — Beispiel: a = ~yil. 

53. Ein ebener bergangehender Weinberg zeige in einem Plan 
die Gröfse von 22 a 8qm; sein Neigungswinkel gegen die wagrechte 
Ebene ist = 14*' 50'. Welches ist seine wirkliche (nutzbringende?) 
Fläche? 



Aufgaben zum zweiten Kapitel. 

Im Folgenden sind unter „Kegel" und „Cjlinder" nur Umdrehungsflachen zu 
verstehen. 

1. a) Welche Gröfsenbeziehungen finden statt zwischen dem { 
Halbmesser r einer Kugel, dem Mittelpunkts abstand a einer die 
Kugel schneidenden Ebene, dem Halbmesser p des Schnittkreises und 
dem Winkel q), den ein nach dem Schnittkreise gehender Kugelhalb- 
messer mit dessen Ebene bildet? 

b) Wie viele der in a) genannten GrÖfsen r, a, q, g) bestimmen 
die übrigen? 

2. Man soll die fehlenden der in 1 genannten Gröfsen r, a, p, ip 
berechnen, wenn bekannt ist: 

a)r = 53, a = 2S; c) « = 7,2, qi ^ 47» 55'^ 

b) r = 130, <p = 14« 15'; d) p = 5,8, tp = 86" 3'. 

3. Legt man durch zwei Kugeln mit gemeinsamem Mittelpunkt 
irgend welche Ebenen, so hat der zwischen beiden Schnittkreisen 
liegende Kreisring stets den gleichen Inhalt. 
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7.] 4r. Wie grofs ist der Hali)messer eines Parallelkreises der Erde, 

dessen geographische Breite ß bekannt ist, wenn der Erdumfang 
= 40000 km ist? — Beispiel: ß = 49" 25'. 

5. Welche Länge hatte ein in 50" geographischer Breite rings 
um die Erde gespannter Telegraphendraht? 

6. a) Welche Länge hätte die Pacificbahn, wenn sie durchweg 
in 40** geographischer Breite vom Meridian von New-York (74" w, v. 
Gr.) bis zu dem von San Francisco (122" w. v. Gr.) ginge? — 

b) Wenn Montevideo und Kapstadt genau unter derselben Breite 
von 35" lägen, wie grofs wäre der Parallelkreisbogen zwischen beiden 
Orten, da sie einen Zeitunterschied von 5 Stunden haben? 

c) In welcher gemeinschaftlichen geographischen Breite hegen 
zwei Punkte, zwischen denen der Parallelkreisbogen 750 g. Meilen 
und der Zeitunterschied 6 Stunden 25 Minuten beträgt? [ErdhaJb- 
messer = 860 g. Meilen.] 

d) Die geographische Länge und Breite von Kairo und New- 
Orleans sollen aus Karten bestimmt werden; dann soll die Länge 
des Parallelkreisbogens zwischen beiden Orten in deutscheu Seemeilen 
angegeben werden. (Die Länge der letzteren entspricht einer Eogen- 
minute des Meridiankreises der Erdkugel.) 

e) Der Mittelpunktwinkel der Erdhalbmesser der beiden Orte 
(in a bis d) soll bestimmt werden und hierauf der kürzeste Abstand 
der beiden Orte auf der Kugel. 

7. Welche Lage haben die Mittelpunkte aller parallelen Sehnitt- 
kreise einer Kugel? 

8. Welches ist der Ort der Mitten aller Kugelschnittkreise von 
gleicher Gröfse? 

9. An eine gegebene Kugel soll die berührende Gerade und 
Ebene gelegt werden, die a) durch einen Punkt der Kugel geht, 

b) durch einen Punkt aufser der Kugel geht, c) durch eine gegebene 
Gerade geht, d) parallel einer gegebenen Ebene ist, e) parallel einer 
gegebenen Geraden ist und durch einen gegebenen Punkt geht, f) mit 
einer gegebenen Ebene (oder Geraden) einen gegebenen Winkel bildet. 

10. An einer körperlichen Kugel soll man: 

a) für einen auf ihr gezeichneten Kreis den Halbmesser p finden; 

b) ihren eigenen Halbmesser finden; 

c) durch zwei auf ihr gegebene Punkte den Häuptkreis legen. 
Andeutung, a) Messe die Sehnen dreier Punkte mit dem Zirkel 

und übertrage das Dreieck in die Ebene. — b) Zeichne mit der 
Zirkelöffnung s auf der Kugel irgend einen Kreis und benutze a). — 

c) Benutze wie in b) die Sehne des Viertels eines Hauptkreises. 

11. Welches ist der Ort aller Punkte, deren Verbindungsgeraden 
mit zwei festen Punkten einen rechten Winkel einschlief sen? 

12. Unter der Eatfernung eines Punktes von der Kugelober- 
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flache verstellt mau die Strahls trecten nach dem nächsten Punkt der [ 
Fläche. Welches ist dieser? und welches ist der entfernteste? 

13. Welches ist der Ort aller Punkte, deren Abstände von einer 
Kugel gleich einer gegebenen Strecke sind? 

14:. Welches ist der Oi-t a) aller Punkte, b) aller Geraden, g 
c) aller Ebenen (d. b. welche Fläche wird Yon allen Ebenen berührt), 
die von einer gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand haben? 

16. Welches ist der Ort aller Sehnittgeraden je zweier Ebenen, 
die durch zwei feste parallele Gerade gehen und einen gegebenen 
Winkel init einander bilden? 

16. Der Halbmesser eines Cylindera sei r, der Abstand seiner 
Axe von einer ihr parallelen Ebene = a (< r). Wie grols ist der 
Abstand zwischen beiden Sehnittgeraden der Ebene und des Cylindere? 

17. In welchem Abstand von der Axe schneiden einander die 
Ebenen, die den Cylinder in beiden Schnittgeraden [Nr 16) berühren? 

18. Kann eine Ebene als Umdrehungsflaehe aufgetafsfc werden? 

19. Ein Kegel sei bestimmt a) durch seinen Axenschnittwinkel, 

b) durch einen Schnittkreie mit dem Halbmesser t und dem Ab'^tand h 
seiner Spitze von dessen Ebene. Man soll den Abstand eines Kreis- 
schnittes von der Spitze bestimmen, wenn dei Halbmesser des Kreis- 
sehnittes $ ist. 

30. In einem Kegel, für welchen das "\ erhaltni*) i des Halb- 
messers eines Schnittkreiaes und des Ab«tandes desselben von der 
Spitze gegeben ist, soll der Winkel zwischen '^eitengerade und Kreis- 
ebene berechnet werden. Beispiel: v = 0,6 

21. In einem Kegel sei der Winkel dei Ase mit emei Seiten- 
gerade = fx, mit einer Ebene durch den '^Lheitel = /} (< a) Wie 
grofs ist der Winkel der beiden Schnittgei aden dei Elene und der 
Kegelfläche? 

22. Man soll an eine gegebene Kegel- oder Cylinderfläche eine 
berührende Ebene legen, welche a) durch einen auf der Flache ge- 
gebeneu Punkt geht; b) durch einen aufserhalb gegebenen Punkt geht, 

c) parallel einer gegebenen Geraden ist, 

23. Welches ist der Ort aller Ebenen, d. h. welche Fläche wird 
von jeder Ebene berührt, die a) parallel der Axe eines Cylindera 
ist und diesen in zwei Geraden von gegebenem Abstände schneidet? 
b) durch die Spitze eines Kegels geht und diesen in einem Zwei- 
atrahl von gegebenem Winkel schneidet? 

34. Welches ist der Ort der Geraden (oder Ebenen), welche 
a) einer gegebenen Geraden parallel sind und von ihr einen ge- 
gebenen Abstand haben? b) eine gegebene Gerade in bestimmtem 
Punkte unter gegebenem Winkel schneiden? c) durch einen gegebenen 
Punkt gehen und eine gegebene Ebene unter gegebenem Winkel 
schneiden? 
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9.] 25. Gegeben sei eine Kugel und innerhalb derselben ein Punlüt. 

Man soll den geometri sehen Ort der Kugelsehnen bestimmen, die 
durch den Punkt halbiert werden. Wie heiTst die entsprechende Auf- 
gabe, wenn der gegebene Punkt aufser der Kugel liegt? 

26. Gehen von beliebigen Punkten einer Geraden aus Berüh- 
rungskegel an eine Kugel, so schneiden deren Berühr ungskreise alle 
einander in zwei festen Punkten. Wo liegen diese? 

27. Geht die Axe eines Cy linders oder Kegels durch die Mitte 
einer Kugel, so sind die Schnittfiguren zur Axe senkrechte Kreise. 

38. Einem Kegel aoU eine Kugel einbe achrieben werden, die 
einen gegebenen Halbmesser hat und zugleich a) eine die Axe schnei- 
dende Gerade berührt, b) eine gegebene Ebene berührt, c) eine den 
Kegel berührende Kugel berührt. 

29. Zwei Kugeln seien durch ihre Mittelpunkts entf er nung d und 
ihre Halbmesser r^ und r^ bestimmt. Wo liegen die Mittelpunkte 
der die beiden Kugeln berührenden Kegelflächen? und welches sind die 
Winkel der Axenschnitte? Beispiel; if = 25, r^ = 12, r^ = 5 mm. 

30. Man soll den Ort der Mittelpunkte aller Kugeln von ge- 
gebenem Halbmesser bestimmen, welche a) eines der Elemente Punkt, 
Gerade, Ebene, Kugel berühren, b) aus einer gegebenen Geraden (oder 
Ebene oder Kugel) eine Strecke (einen gegebenen Kreis) ausschneiden, 
c) zwei parallele Gerade berühren. 

31. Man soll eine Kugel mit gegebenem Halbmesser bestimmen, 
die irgend drei der folgenden Bedingungen erfüllt: sie soll a) durch 
einen gegebenen Punkt gehen, b) eine gegebene Ebene berühren, 
c) eine gegebene Kugel berühren, d) aus einer gegebenen Ebene 
einen gegebenen Kreis ausschneiden, e) aus einer gegebenen Kugel 
einen gegebenen Kreis ausschneiden. 

32. Man soU den Mittelpunkt einer Kugel finden, die eine 
Ebene und eine Kugel und zwar eratere (oder letztere) in gegebenem 
Punkte berührt. 

33. Welches sind die Bedingungen dafür, dafs zwei Kugeln ein- 
ander ganz aus- oder ganz einschliefsen, berühren oder schneiden? 

10. 34. Der Axenschnittwinkel einer Umdrehungskegelfläche sei 

2k; sie werde von einer Ebene durchschnitten, welche die Axe in 
der Entfernung « von der Spitze schneidet und mit der Axe den 
Winkel ^ bildet. Wie grofa ist die Hauptase dea entapre chenden 
Kegelschnittes ? 

35. In einen Kegel, dessen Axenschnittwinkel = 2a sei, werden 
auf a) derselben Seite, b) verschiedenen Seiten des Mittelpunktes zwei 
berührende Kugeln einheschrieben, deren Halbmesser r^ und r^ (r^ < r^) 
seien. Welchen Axenschnittwinkel hat der zweite die beiden Kugeln 
berührende Kegel? — Beispiel: 2tt = 39'' 35'; r^ = ^, r, = 10 mm. 



yGoosle 



II. Aufgaben zum zweiten Kapitol, 145 

36. a) Welche Grröfse hat die Hauptaxe des EUipsenaclmittes [§ 10.] 
einea Kegels, weim die beiden die Schnittebene und den Kegel 
berührenden Kugeln die Halbmesser r^ (== 5 mm) und r^ (= Ifi mm) 
haben und wenn der Asenachnittwinkel des Kegela 2a (^43" 24') ist? 

b) Wo liegen Brennpunkt und Leitgerade des Parabelscbnittes 
an einem Kegel, dessen Äsenschnitt den Winkel 51° hat, wenn der 
Scheitel der Kui-ve nm 21 mm von der Kegelspitze absteht? 

c) Wie grofs ist der Aeymptotenwinkel eines Hjperbelschnittes, 
wenn der Winkel des Hanptaxenechnittes 2 a und der Neigungswinkel 
zwischen der Ase des Kegels und der Schnittebene ß ist? — Bei- 
spiel: 1) 2a = 120", ß = 45«; 2) 2a = 80», ß = 23". 

37. Die Verbindungsstrecke zweier Punkte, die auf verschiedenen g n. 
Seiten einer Ebene und gleichweit von derselben entfernt liegen, wird 
durch die Ebene halbiert. 

38. Welches ist der geometrische Ort des Punktee, welcher von 
drei durch einen Punkt gehenden Ebenen gleichweit entfernt ist? 

39. Jeder durch den Scheitel eines Winkels gehende Strahl, der 
mit beiden Schenkeln gleiche Winkel einschhefst, liegt in der den 
Winkel senkrecht halbierenden Ebene. 

40. Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller Kugeln, die 
a) durch zwei gegebene Punkte gehen? b) zwei Gerade berühren? 
c) zwei Ebenen, insbesondere zwei parallele Ebenen berühren? 

41. Welches ist der Ort der Mittelpunkte der Kugeln, welche 
a) durch die Ecken eines Dreiecks gehen? b) die Seiten eines Drei- 
sejts berühren? 

42. Giebt es einen Punkt, der gleichweit entfernt ist von vier 
nicht a) in einer Ebene liegenden Punkten? b) durch einen Punkt 
gehenden Ebenen? 

43. Es ist der Mittelpunkt einer Kugel zu bestimmen, die 
a) durch vier nicht in einer Ebene liegende Punkte geht; b) durch 
einen Kreis und einen Punkt aufser seiner Ebene geht; c) durch einen 
Kreis geht und eine Gerade aufser seiner Ebene berührt. 

44. Giebt es einen Punkt, der von den vier Seiten eines 
windschiefen Vierecks gleichweit entfernt ist? 

45. Um welche Axe ist die Ebene eines Winkels bei fest- g 12. 
bleibendem Scheitel 7ai drehen, damit nach der Bewegung jeder 
Schenkel fällt auf: a) den andern Schenkel? b) den eigenen Gegen- 
strahl? c) den Gegenstrahl des andern Schenkels? 

46. Es sind die Bedingungen der gegengesetzten Lage zweier 
Kugeln, Cylinder oder Kegel anzugeben in Bezug auf a) einen Mittel- 
punkt, b) eine Mittelgerade und c) eine Mittelebene. 



y Google 



Aufgaben zum dritten Kapitel. 

L. 1. Man soll eia gleichsch enkeliges Dreikant (mittels des sog. 

Netzes) herstellen, von welclieni; 

a) die gleichen Kantenwinbel = 70" und der ungleiche Kanten- 
winkel = 100«; 

b) der ungleiche Eantenwinkel = 44" und der Neigungswinkel 
der Kante, in welcher die gleichen Seiten zusammenstofsen, mit der 
Gfegenseite =^ 32" ist. 

3. Man soll das Netz eines Dreikants zeichnen und das Drei- 
kant seihst herstellen, wenn gegeben sind: 

a) die drei Kantenwinkel a = 37", h = 59", c = 47°; 

b) zwei KantenwLtikel und der eingeschlossene Flachenwinkel 
a = 78», h =• 60", y = 117°; 

c) zwei Kantenwinkel und der eine Gegenflächenwinhel a = 75", 
h = 73", a = 77"; 

d) ein Kantenwinkel und zwei anliegende Mächenwinkel a = 52", 
ß = 64", Y = 55". 

3. In jedem Dreikant gehen je durch eine Gerade die 

a) Ebenen, die die Kantenwinkel senkrecht halbieren; 

b) Höhenebenen, d. h. die durch je eine Kante senkrecht zur 
Gegenseite gelten Ebenen; 

c) Sehwerebenen, d. h. die durch je eine Kante und die Winkel- 
halbierende der Gegenseite gelegten Ebenen; 

d) Winkelhalbierenden Ebenen. Welche Ausdehnung läfst d) zu, 
wenn auch die Nebenwinkel in Betracht gezogen werden? 

4. Wie erhält man die Äxe eines ümdrehungskegels, der einem 
Dreikant a) umbe schrieben, b) einbeschrieben ist? 

5. Wie läfat sich der Satz vom Vorhandensein eines Mittel- 
punktes der Ecken und Seiten eines regelmäfeigen Vielecks ausdehnen 
auf das regehnäfsige Vielkant oder Vielflach? 

6. Wenn zwei Kanten eines Dreikanta mit zweien eines andern 
zusammenfallen, die dritte Kante des einen aber innerhalb des andern 
fällt, so ist die Summe der Kantenwinkel des umschlief senden Drei- 
kants gröfaer als die des umschlossenen. Beweis! 

7. Zieht man innerhalb eines Dreikants durch dessen Scheitel 
eine Gerade, so ist die Summe der Winkel, welche sie mit den drei 
Kanten bildet, kleiner als die Summe der Kantenwinke! des Dreikants. 

8. Zu gleichen geradlinigen Entfernungen zweier Kugelpunkte 
gehören auch gleiche oder zu einem Hauptkreis einander ergänzende 
Abstände auf der Kugelüäche — und umgekehrt. 
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9. Die Summe zweier Fläcbenwiiikel im Dreikant übertrifft den [§ 13 u 
dritten Flüchenwinkel um weniger als 2 R. Beweis! ^^l 

10. Die Summe zweier Kantenwinkel eines Dreikanta und die 
Summe der gegenübGr liegenden Ebenenwinkel sind beide entweder 
> 2Jf oder beide < 2J^ oder beide 2 IR. (Man nehme die Ecke aus 
zwei der Kanten und dem GegenstraM der dritten Kaute zu Hilfe.) 

11. Die in § 40 und 41 des ersten Teiles gegebenen Sätze über 
das Vieleck mit Mittelpunkt und Mittellinie und über dae regel- 
mäfsige Vieleck sollen auf das Vielkant mit Mittellinie und Mittelebene 
und das regelmäfsige Vielkant übertragen werden. 

12. Durch wie viele und welche Stücke iat ein Kugeldreieck 
bestimmt? 

13. Welche tTbereinstimmoi^ und welcher Unterschied findet 
statt zwischen den Bedingungen der Deckungsfähigkeit von ebenen 
Dreiecken und von Kugeldreiecken? 

14. a) Wenn die geographische Breite von Porto und Kew -York § n. 
41** und ihr Längennnter schied 65*' beträgt, «) um wie viele Seemeilen 
(vgl. S. 142, Äufg, n, 6d) übertrifft der Parallelkreisbogen zwischen 
heiden Orten ihren kürzesten Abstand auf der Kugel? ß) bis zu welcher 
höchsten Breite mufs ein Schiff gegen Norden fahren, um auf dem 
Hauptkreis der Kugel beider Orte zu bleiben? y) unter welchem 
Winkel gegen den Meridian mufs ea abfahren? 

b) Die Aufgaben S. 142, 11, 6 e soUen durch Sätze vom recht- 
winkeligen Kugeldreieck gelöst werden. 

15. a) Wie grofs iat jeder Winkel eines Kugeldreiecks, dessen 
Seiten alle 60" sind? 

b) Was würde sich aus der eos-Formel des Winkels für die 
Seiten eines Kugeldreieeka ei^eben, dessen Winkel alle = 60" wären? 

16. Die Entfernungen zwischen folgenden Orten sollen bestimmt 
werden, wobei der Erdhalbmesser = 6370 km angenommen wird. 



Ort; 


Geogr. Breite: 


Lange vonUerbn in Zeit ; 


Berlin: 


+ 52« 30,3' 





Paris: 


+ 48" 50,2' 


+ 44 14 


Wien: 


+ 48n2,6' 


— 11 66 


GreeuwicL : 


+ 61" 28,6'. 


+ 63 35 


Petersburg: 


+ 59" 56,5' 


— 1 7 39 


New-York: 


+ 40" 62,7' 


+ 5 49 31 


Sjdaey: 


— 33" 51,7' 


— 9 11 25. 


7. Der wieyielfce Teil des Erdumfan 


gs ist der Bogen von Alfc- 



kireh iu Elsafs (q)^ = 47" 37', A^ = 7" 51') bis Memel (<ps = 55" 48', 
X^ = 21*» 9')? 

18. Wie weit ist der kürzeste Seeweg von Catania (/p^ = 37" 30', 
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148 Aufffaben zum dritten Kapitel. III. 

[§ 17.] i.^ = 12" 40') nach Alexandria (gug = 31" 13', l^ = ^^" ^')? ^^^^^ ^^^^ 
jeden Grad 15 geographische Meüen kommen? 

19. Wie viele Tage braucht ein Schiff von Cadiz (q>^ = 36" 16', 
;L,= _6"18') nach Habanua (913= 23" 5', JLg= — 82n0') auf der 
Jrih-zesten Linie bei 15 Enoten Fahrt, d. h. wenn es 15' des grölsten 
Kreises in einer Stunde inaclit? 

20. Unter welchem Winkel gegen den Meridian mufs ein 
Schiff abfahren, um ia küi'zester Linie von Nizza (^j = 43"40', 
A,= + 4"55') nach Algier ((pa=36''45', Aa= + 0«45') au kommen? 

31. Ein Schiff lief von Madeira (9 = 32« 45', X = 11" westlich 
von Greenwich) iu der Richtung nach Südsüdwest ab mit 9 Knoten 
Fahrt, d. h. indem es stündlich 9 Seemeilen auf einem Hauptkreis 
zurücklegte. Welches war der Ort des Schiffes nach 3 Tagen? — 
[Eine Seemeile ist die Länge einer Bogemninute des Meridiankreises.] 

33. Ein Schiff fährt von Brest (<p = 48"30', A = OUO' w. v. 
Paris) nach Weatindieu und erreicht, nachdem es einen Bogen von 
3899 km zurückgelegt hat, eine geographische Breite von 34°. 
Welches ist die geographische Länge des Schiffes in diesem Augen- 
blick? (Erdhalbmesser = 6370 km.) 

23. Es ist die Höhe h eines Sternes über dem Horizont ge- 
messen und das Azimut a, d. h. der Winkel der Ebene des Höhen- 
kreises mit der Meridian ebene. Die geographische Breite des Ortes 
sei 9, also der Winkel zwischen den Geraden nach dem Pol und dem 
Zenith == (90" — 9). Aus dem Kugeldreieck „Pol P, Zenith Z und 
Stern S" ist der Polabstand PS (== p) des Sterns oder dessen 
Äquator ab stand oder Dekliaation d = (90** — p) zu berechnen. 

34. Pol P, Zenith Z und Sonne S bestimmen ein Eugeldreieek, 
in welchem aus dem Winkel s am Pol die Zahl der Stunden sich 
ergiebt bis zur Stellimg der Sonne im Meridian, d. i. bis zum wahren 
Mittag, indem jeder Stunde 15" entsprechen. Am 14, Juni 1883 
wurde in Heidelberg (if = 49" 24' 47") morgens um 8'' 50™'° der 
Zenithabstand des oberen Sonnenrandes = 44" 58' 0" gemessen, wozu 
noch 55" wegen der Lichtbrechung und 15' 47" für den Halbmesser 
der Sonne kommen, um den Zenifchabstand der Sonnenmifcte zu 
erhalten. Das nautische Jatrbuch giebt für diese Zeit die Dekh- 
nation der Sonne d = 23" 15' 44". Von der zu berechnenden (wahren) 
TJhrzeit sind nach diesem Jahrbuch 7°°° abzuzählen, um für den betr. 
Tag die mittlere ührzeit zu erhalten. — Zur Kontrole wurde eine 
zweite Messung gemacht um 8^57™'°, wobei sich für die betreffenden 
Zahlen der Reihe nach ergab: 43" 53' 30", 53", 15' 47", 23" 15' 45". 
Um wieviel Sekunden war die benutzte Uhr zu richten? 

25. Es ist für einen Ort von gegebener geographischer Breite 
(s. Aufg. 16) die Dauer des längsten und kürzesten Tages zu be- 
rechnen, wenn man annimmt, dafs die Deklination der Sonne hierbei 
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+ 23** 37' und die Sonneninitte wegen der Strahlenhreehung dann am [g n.] 
Horizont erscheint, wenn ihr Mittelpunkt 35' unter dem Horizont ist, 
36, Für dieselbe geographische Breite und dieselben Tage ist 
die Dauer der Dämmerung zu bestimmen, wenn diese durch den 
Augenblick begrenzt ist, da die Sonne 18" unter dem Horizont ist. 

27. Aus der Uhrzeit der Beobachtung (f' vor Mittag), dem 
Zenithabstand ß und der Deklination d der Sonne soll die j 
phische Breite des Beobachtungsorte a bestimmt werden. 

28. Aus den Zenithabständen 5 und ^^ eines Stemea zu ver- 
schiedenen Zeiten (vor der Kulmination), dem Zeitunterschied beider 
Beobachtungen t^ (Stemzeit) und der Deklination des Sternes d soll 
die geographische Breite des Beobachtungsortes bestimmt werden. 
{Die Stellungen S und S^ des Sternes und der Pol P bestimmen ein 
Kugeldreiect, in welchem PS = PS^ = 9(y — d und -^ P durch ( 
gegeben ist. Man berechne hieraus SS^ und -^ ZSP; ferner aus dem 
Dreieck SS^Z (wobei Z das Zenith sei), in welchem nun alle Seiten 
bekannt sind, -^ ZSS^; schliefsKch im A ZPP^ aus -fc ZSF 
= PSS^ ± ZSS^ und aus s, d die Gröfse ZP = (90° ~ tp). 

(Siete auch die Aufgaben S. 159: 14, 15 u. 16.) 



Autgaben zur Parallelbestrahlung, zu Prismen und Cylindern 
(Oberflächen.) 

1. Bei der Abbildung durch parallele Bestrahlung auf irgend s 
einer Ebene a) sind die Büder paralleler Geraden parallel; b) bleibt 
das Teilverhältnis einer Strecke unverändert, 

2. Im Bilde paralleler Bestrahlung 

a) einer Figur mit einem Mittelpunkt ist das Bild dieses Punktes 
Mittelpunkt des Bildes; 

b) einer Figur mit einer Mittellinie halbiert das Bild dieser 
Geraden die (untereinander parallelen) Strecken der Bilder beiderseits 
gleichliegender Punkte (schiefe Symmetrie). 

3. Eine ebene Figur imd ihr durch Parallelstrahluug erzeugtes 
Bild auf einer zweiten Ebene bleiben in paralleler Bestrahlung bei 
der Drehung der Büdebene um die Schnittgerade (Bildase) beider 
Ebenen. (Andeutung: Sind A^S^ die BiWer von AJB, K der Schnitt- 
punkt von AB und A^P^ mit der Axe, 80 bleibt bei der Drehung 
AK:BK=A^K:B^K) 

4. Zu jeder ebenen Figur läfst sich in dieser Ebene ein Bild 
paralleler Bestrahlung entwerfen für jede behebige Gerade als Äxe 
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8.] und einen beliebigen Punkt A^ als Bild eines Punktes Ä der Figur 
(vgl. S. 78, § 31, 1-3). 

5. Bei zwei Figuren in paralleler Bestrahlung (einer Ebene oder 
zweier sich sclmeidenden Ebenen) ist das Verhältnis der Abstände je 
einea Punktes und seines Bildes von der Bildase unyer ander lieh 
(ebenso das Verhältnis paralleler Strecken zwischen den Punkten und 
der Axe). 

6. Bei zwei Figuren in paralleler Bestrahlung steht jede Fläche 
zur Fläche ihres Bildes in unTeränderlichem Verhältnis, nämlich dem 
der Abstände entsprechender Punkte Ton der Axe. (Beweis durch 
Zerlegung wie in S. 13, 7). 

7. In zwei parallel bestrahlten Figuren einer Ebene a) werden 
alle Parallelstrahlstrecken durch die Ase in gleichem Verhältnis ge- 
teilt; h) ist das Verhältnis entsprechender Flächen gleich dem dieser 
Strahlstrecken. 

19. 8. Wie kann ein Prisma oder Cylinder durch Bewegung einer 

Fläche entstanden gedacht werden? 
ma. 9. Jede parallel einer Seitenkante eines Prismas durch dieses 

gelegte Ebene schneidet das Prisma in einem Parallelogramm. 

10. Wie grols ist in einem «seitigen Prisma die Summe der 
Flächenwinkel a) an den Grundkanten? b) an den Seitenkanten? 

11. Von welcher Art ist ein Parallelflach, in welchem die beiden 
Ebenen durch die Eckenlinien einer Fläche und der gegenüberliegenden 
Fläche 

a) zu einer dieser Flächen senkrecht sind? 

b) Rechtecke (insbesondere übereinstimmende Rechtecke) sind? 

13. Wenn in einem dreiseitigen Prisma zwei Grundkanten ein- 
ander gleich sind und ebenso die Winkel, welche die Seitenkante im 
Scheitel dieser Grundkanten mit letzteren bildet, so ist die dieser 
Seitenkante gegenüberliegende Seitenfläche ein Rechteck (vgl. S. 12, s, 4). 

13. Es giebt Parallelflache, von deren Begrenzungsfläehen nur 
zwei oder nur vier oder alle Rechtecke (Quadrate) sind. 

14. Die vier Verbindungsgeraden der Gegenecben eines Parallel- 
flaches gehen durch einen Punkt, ebenso die sechs Ebenen durch die 
Gegenseiten. 

15. Das Pai-aUelflach hat als Mittelpunkt a) die Mitte der Ver- 
bindungsstrecke zweier Gegenecken oder b) den Schnittpunkt der 
V erb indungs geraden der Gegenecken. 

16. In einem Parallelflach sind die gegenüberliegenden Drei- 
kante gegenwendig gleich. 

17. Der Quader hat als Mittelebenen die drei MittelparaUel- 
ebenen seiner Flächen, als Mittelgeraden die drei Senkrechten der 
Mitten der Seitenflächen, als Mittelpunkt den Schnittpunkt der Eeken- 
linien des Körpers. 
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18. In jedem Quader ist die Quadratsumme der [§ 19.] 

a) von einer Ecke ausgehenden Xanten gleich, dem Quadrat der 
Eörper-E okenlinien ; 

b) Cosinus derjenigen Winkel, welche diese Eckenliuie mit den 
Kanten bildet, gleich 1. 

19. In welchem Gr Olsen Verhältnis stehen bei einem Würfel Seite, 
Eckenlinie der Fläche und Eckenlinie des Körpers? 

20. Das Rhomboeder ist von sechs deckungsfähigen Rauten 
begrenzt. 

21. Wir nennen die Eckpunkte eines Rhomboeders, in dem 
drei gleiche Kanfcenwinkel zusammentreffen, Pole, die Kanten des- 
selben Polkanten, die Übrigen Mittelkanten, die Verbindungagerade 
beider Pole Hauptaxe. — Nun gelten die folgenden Sätze: 

a) Das Rhomboeder hat als Mittelpunkt den Mittelpunkt der 
Hauptase (Aufg. 15). 

b) Der Schnitt durch die Endpunkte der Kanten eines Pols ist 
ein regelmäfaiges Dreieck, zu dessen Ecken die Hauptaxe senkrecht 
ist im Mittelpunkt des Dreiecks. 

c) Die senkrechte Ebene durch die Mitte der Hauptaxe halbiert 
die Mittelkanten. 

d) Der Schnitt dieser Ebene ist ein regelmäfsiges Sechseck. 

e) Die Verb indungs geraden der Mitten je zweier gegenüber- 
hegenden Mittelkanten, d. i. die Nebenasen schneiden einander in der 
Mitte der Hauptaxe so, dafs sie mit dieser je einen M bilden, unter- 
einander je % B. 

f) Die Schuittebene durch zwei gegenüberliegende Mittelkanten 
ist ein Rechteck (S. 12, 4, vgl. Aufg. 12). 

g) Eine Nebenase ist senkrecht zu den zugehörigen Mittel- 
kanten, ebenso zur Eckenhnie der Ecken, welche aus den nicht- 
zugehörigen Mittelkanten gebildet werden. 

h) Das Rhomboeder hat als MitteUinie jede Nebenase. 
23. Von einem Würfel sind der Mittelpunkt, die Mittelgeraden 
und die Mittelebenen zu bestimmen. 

23. Wie grofs ist die Oberfläche eines Würfels, von welchem 
bekannt ist: 

a) eine Kante «? a = 4,7 m (oder a = 2 dm 19 mm); 

b) eine Eckenlinie der Fläche i?? d = 5-1/2 oder d=^y6; 

c) eine Eckenlinie des Körpers e? e = 8,66; 

d) die Summe s einer Eckenlinie der Fläche und des Körpers? 
s = 9 oder s = öYIÖ oder s=>^+"[/l2; 

e) der Umfang u oder f) der Inhalt i eines Schnittes 
durch gegenüberliegende Kanten? 

24. In einem Würfel sei mitten durch eine Eckenlinie des 
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[§ 19-] Körpers die zu ihr senkrechte Ebene gelegt. Welchen a) Umfang, 
b) Inhalt hat die Sehnittfigur? 

26. Ein Würfel sei durch Ebenen abgeeckt, welche durch 
Kantenpunkte gehen, die je um a) die Hälfte, b) ein Viertel, c) ein 
Drittel der Kantenlänge a von der betreffenden Ecke abstehen. Welche 
Oberfläche hat der so gebildete Körper? 

26. Die Oberflächensumnie zweier Würfel sei s, die Summe von 
zweien ihrer Kanten ^ Je. Wie gi'ofs sind die einzelnen Oberflächen? 

37. Drei zueammenstofsende Kanten eines Qnaders haben das 
Verhältnis == tt : & : c (wobei die letztere Zahl der Höhe entspricht) 
nnd die Eckenlinie seiner Grundfläche sei = d. Wie grofs ist die 
Oberfläche? — Beiep.: «i. : 6 : c = 8 : 15 : 19 und ^ = 23,8. 

28. In einem ParaUelfiach mit rechteckiger Grundfläche bildet 
eine Seitenkante a mit den Grundkanten b und c Winkel Yon 90" 
und 60". Wie grofs ist die Oberfläche? 

29. Ein gerades regelmäfaig- dreiseitiges gleichkantiges Prisma 
habe die Oberfläche = f. Wie grofs sind seine Kanten? 

30. Wie grofs ist die Oberfläche eines zehnseitigen regelniäfsigen 
Prismas, dessen Grundkante ii ^= 20 cm und Seitenkante s ^ 50 cm ist? 

31. Von einem regelmäfsigen acht- (zwölf-) seitigen Prisma, von 
welchem alle Kanten einander gleich sind, ist die Oberfläche ge- 
geben; wie grofs ist die Kante? 

32. In einem geraden Priam», dessen Höhe = h und dessen 
Grundfläche ein regelmäfsiges Dreieck mit der Seite a sei, werde 
durch eine Grundecfee parallel zur Gegenkante eine Ebene gelegt, die 
mit der Grundfläche den Winkel k bÜde. a) Wie grofs ist die 
Schnittflgur? — b) Unter welchem Winkel müfste die Ebene gelegt 
werden, damit sie diirch die Gegenkante der zweiten Grundfläche 
geht? — Beispiel: a = 52,2; & = 87; « = 31« 15'. 

33. Ein gerades quadratisches Prisma, dessen Grundkanten ^= a 
sind, ist schief abgeschnitten, so dafs zwei Seitenkanten = b, die 
andern beiden ^ c (c'^ 6). Es ist die Oberfläche des Körpers und 
der Winkel der beiden Grundflächen zu berechnen. — Beispiel: 
a = 3,464, h = 0,866, c = 3,464. 

34. Wie grofs ist die Oberfiäclie eines regelmäfsigen achtseitigen 
Prismas, das der Art schief abgeschnitten ist, dafs die obere End- 
fläche mit der untern einen Winkel TOn 60* macht und einer Grund- 
kante parallel ist? Die Gmndkante sei = 10 cm luid die beiden 
einander gleichen kürzesten Kanten = 12 cm. 

36. In ein gerades quadratisches Prisma P sei ein anderes P' 
so einbeschrieben, dafs die Ecken von P' die Grundkanten a von P 
ringsum je in demselben Verhältnisse u : v teilen. Man berechne aus 
den Kanten a und b des einen Prismas die Oberfläche des andern. — 
Beispiel: Es sei w : d = 1 : 1 (oder = 4 : 5). 
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36. Die Asenachnitte eines schiefen Cylindera sind Parallelo- ^f 
gramme. — Welches ist der kleinste Axenschuitt? Welches der 
gröfate? Welcher Asenscbnitt ist ein Rechtoek? Giebfc es unter 
allen Axenschnitten deekungsfähige? 

37. Wie viele Quadratdecimeter Gioldachamn erfordert das Be- 
kleben der äufseren Fläche des Mantels und des Deckels einer oylin- 
drischen Schachtel, deren Bodendurchmeaser 325 mm und Höhe 
196 mm beträgt, während der Deekel einen Durchmesser von 327 mm 
hat und sein Kand 33 mm hoch ist? 

38. Für einen geraden Kreiaeylinder bedeute r den Halbmesser, 
h die HöhCj M die Mantelfläche, die Geaamtoberfläche. Man aoU 
uan bestimmen; 

a) M aus r und h; b) aus r und h; c) h aus M und »-; 
d) h aus und r; e) M für r = h; 

f) r aus und h (insbesondere wenn = 3,92 it und h = 4,5). 

39. Wie grofs ist der Mantel des Cyliuders, welcher: 

a) einem Würfel mit der Kante a um- oder einbe schrieben ist? 

b) dem in Aufg. 35 bestimmten Prisma P einbeechrieben ist? 

c) dem Prisma JP' in Aufg. 35 urabesehrieben ist? 

40. Man soll die Höhe eines geraden Cylinders bestimmen, 
dessen Mantel gleich der Mantelsumme zweier gegebenen Cylinder 
(r, h, r^, ?(|) und dessen Grundfläche einem gegebenen gleichseitigen 
Dreieck (Seite = s) a) eingeschrieben, b) umgeschrieben ist. 

41. Wie zeichnet man den Halbmesser einer Kreisfläche, welche 
mit der einem gegebenen geraden Kreiscylinder zugehörigen a) Mantel- 
fläche, b) Gesamtoberfläche übereinstimmt? 

42. Die Gesamtoberfläche eines gleichseitigen CyUndere, d. i, 
eines aolchen, dessen Axenschnitte Quadrate sind, betrage 0. Wie 
grofs sind seine Abmessungen? — Beispiel: a) = 471 qcm; 

b) = 6k. 

43. Man soll die Wandfläche einer a Meter langen geraden 
Kanalröhre berechnen, deren Querschnitt AOA'B'UDA in folgender 
Weise bestimmt ist: Eine Seite AA'^^^s eines gleiehaeitigen Drei- 
ecks AäG werde beiderseits über A und A' hinaus um s verlängert 
bis B und B'; dann beschreibe man aus letzteren Punkten mit 3s 
als Halbmesser Bogen bis zu den Verlängerungen der andern Dreiecks- 
aeiten d. i. bis 1/ und D, und sehliefse die Fläche von G aus durch 
den Bogen ßTJD' und über AA! durch den Halbkreis AOA'. 

44. Ein gerader Cylinder hat den Durehmesser d und ist schief 
abgeschnitten, so dafs seine hingste Seitenlinie = a, seine kürzeste 
^ & iat. Wie grofs ist seine Oberfläche? 

45. Wie grofs iat die Oberfläche des diesem Cylinder ein- 
beschriebenen achtseitigen Prismas mit regelmäfsiger Grundfläche, 
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I wenn je eine Seitenkante mit der kürzesten und der längsten Seiten- 
linie des Cjlinders zusammenfällt? 

46. In einem schiefen Cjlinder mit kreisförmigem Querschnitt 
sei die der Axe parallele Seite des Hauptaxenschnittes = a, die 
andere = 2b und der Grundrifs des Asenendpunktos falle in den 
Grenzpunkt Ton 2&. Wie grofs ist der Mantel? und die Gesamtober- 
fläehe? — Beispiel: a = 43,3; 2b = 29. 

4:7. Die Gesamtoberfläche einer geraden cylindri sehen Röhre sei 
G, wenn ihre Länge = l, ihre lichte Weite = 2r und ihre Wand- 
stärke = d ist. a) In welchem Zusammenhang stehen diese yier 
Gröfsen? b) Wie berechnet man jede derselben, wenn je die drei 
andern bekannt sind? 

48. Eine kreisrunde Öifnung im Boden und in der Decke einer 
Kammer von h cm Höhe sollen durch eine Rohrleitung verbunden 
werden. Die lotrechten Mittellinien der Löcher haben einen Abstand 
von a cm und die Löcher einen Halbmesser von r cm. Die Leitung 
soll aus zwei gleichlangen lotrechten Stücken bestehen und einem 
Zwischenstück, dessen Mittellinie mit der Lotlinie einen Winkel von 
120" macht. Wie lang sind die Mittellinien der drei ßohrstücke zu 
nehmen und wie viele Quadratcentimeter Blech sind erforderlich? 

49. Von einem geraden Cylinder, dessen Länge l und dessen 
Radius r ist, sei durch eine zur Axe parallele Ebene ein Teil ab- 
geaehnitten. Wie grofs ist die Oberfläche dieses Teiles, wenn die 
Scbnittsehne des Kreises =s ist? Insbesondere sei S'=r, {rYS, r/ä); 
— oder es sei statt s der zu s gehörige Mittelpunktswinkel ^2a 
gegeben. 

50. Wie grofs ist in einem cylindrischen Dampfkessel, dessen 
Cylinderase wagreeht liegt und l cm lang ist und dessen Durchmesser 
^ d cm ist, a) die vom Wasser benetzte Fläche, h) die Oberfläche 
dos Wassers, wenn die Tiefe des Wassers in der Mitte ^ h cm ist? 

51. Ein Trog hat die Form eines ausgehöhlten Cy linder abschnittes; 
die rechteckige obere Fläche ist im lichten 300 cm lang und 40 cm 
breit und hat ringsum eine Breite des Randes von 5 cm. Die lichte 
Tiefe des Troges ist in der Mitte 30 cm. Was kostet der Anstrich 
der Oberfläche, wenn der Quadratmeter mit 1 Mark berechnet wird? 



V. 

Aufgaben zur Ähulichteit von Körpern. 
g 20. !• Zwei Prismen sind ähnlich (gegenwendig ähnlich), wenn 

ihre Grundflächen ähnlich, ein paar entsprechende Grundecken deckungs- 
fähig (gegenwendig gleich) und das zugehörige Paar von Seitenkanten 
dasselbe Verhältnis hat wie ein Paar der Grundkanten. 
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2. Gerade Prismen, welche einander ähnlich sind, sind auch [§ 
gegenwendig ähnlicii. 

3. Regelmäfsige n-seitige Priamen sind ähnlich, wenn das Ver- 
hältnis der Seiten- und Grundkauten in beiden übereinstimmt. 

4. Parallelflache sind ähnlich (oder gegenwendig ähnlich), wenn 
in ihnen ein Eckenpaar deckungsfähig (oder gegenwendig gleich) 
ist und wenn die drei anetorsenden Kantenpaare in gleichem Ver- 
hältnis stehen. 

5. Welches sind die den Aufgaben 1 und 3 entsprechenden 
Sätze für Cylinder? 

6. Irgend zwei Kugeln liegen ähnlich zu einem äufsern und 
zu einem innem Ä. -Punkt; beide Punkte teilen die Mittellinie im 
Verhältnis der Halbmesser. 

7. Jede durch einen A.-Punkt zweier Kugeln gelegte Ebene, 
welche die eine Kugel berührt, berührt auch die andere. 

8. Die A.-Punkte zweier sieh nicht einschliefsenden Kugeln 
die Spitzen der den beiden Kugeln gemeinsamen Berührungs- 



L soU eine Kugel bestimmen, deren Mittelpunkt auf einer 
Geraden g liegt imd welche zugleich durch einen gegebenen Punkt P 
geht und eine Ebene b berührt. — Andeutung: Benütze den Schnitt- 
punkt {gs) als Ähnlichkeitspunkfc. 

10. Der geometrische Ort aller Punkte, Yon welchen aus zwei 
gegebene Kugeln gleich grofs erscheinen, ist eine Kugelfläche, die 
die Strecke zwischen den beiden Ähnlichkeit spunkten der Kugeln als 
Durehmesser hat. 

11- Man soll einen Punkt flnden, Ton dem aus vier gegebene 
Kugeln gleiche scheinbare Gröfse haben. — Andeutung: Beachte 
Nr. 10. 

12. Wenn zwei Kugein einander ausschlief send (eins eh lief send) 
berühren, so ist der Berührungspunkt innerer (äufserer) Ähnlichkeits- 
punkt. 

13. Von drei Kugeln liegen die drei äuTseren Ä.-Punkte auf 
einer Geraden, ebenso je zwei innere und ein aufaerer. Die äufsere 
Ä.-Axe ist die Schnittgerade der beiden den drei Kugelu gemeinsamen 
Beruhrungs ebenen, von denen aus die drei Kugeln je nach derselben 
Seite hin liegen; die Ä.-Axe durch einen äufseni und zwei innere Ä.-Punkte 
ist die Schnittgerade der beiden BerÜhrungsebenen, von denen aus eine 
Kugel je einerseits, die beiden audem andrerseits liegen (II § 23, 8). 

14:. Denkt man sich eine Kugel entstanden dnrch Umdrehung 
eines Hauptkreises um die Mittellinie eines Punktes, so beschreibt 
die Polare des letzteren eine zur Mittellinie senkrechte Ebene, welche 
man Polarebene des Punktes nennt; diesen selbst nennt man den 
Pol der letzteren. Für beide gelten die folgenden Sätze: 
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156 Aufgaben zur Ataliohkeit von Körpern. V, 

] a) Die Sehnen aller Strahlen eines Punktes durch eine Xugel 

werden durch diesen Punkt und dessen Polarebene harmonisch geteilt 

(n § 19, 2y 

h) Die Schnittpunkte einer Kugelfläche mit zwei Strahlen eines 
Punktes liegen so, dafs ihre Verbiudungsgeraden einander paarweise 
in der Polarebene des Punktes schneiden (11 § 19, 4). 

15. Wenn wir die nicht ähnlich liegenden Punkte eines Ä.-Strah!s 
durch zwei Kugeln Wechselpunkte (inrerse Punkte) nennen, so gilt 
für diese: 

a) In zwei Kugeln schneiden einander die Verbindungsgerade 
zweier Punkte der einen Kugel und die Verbindungsgerade ihrer 
Wechselpunkte in einer einzigen zur Mittellinie senkrechten Ebene, 
der Mittelparallelebene der beiden Polarebenen des Ä.-Punktes. 

b) Diese Ebene ist der geometrische Ort aller Punkte, die 
für beide Kugeln gleiche Potenz haben, die sog. Potenzebene 
beider Kugeln (II § 23, 1). 

c) Die drei Potenzebenen dreier Kugeln schneiden einander in 
einer Geraden (Potenzgerade), die senkrecht zur Mittelpunkts- 
ebene der Kugeln ist (II § 23, 8). 

16. Berühren zwei Kugeln eine dritte gleichartig (ungleichartig), 
80 sind die Berührungspunkte Wechselpunkte der ersten beiden Kugeln 
in Bezug auf einen äufsem (Innern) Ähnlichkeitspunkt. 

17. Wenn zwei Kugeln einander schneiden, so ist die Ebene 
des Schnittkreises die Potenzebene für beide Kugeln. 

18. Wenn zwei Kugeln einander berühren, so ist die gemein- 
same B er ührungs ebene die Potenzebene für beide Kugeln. 

19. Wenn drei Kugeln einander paarweise echneiden oder be- 
rühren, so gehen die Sehnittebenen oder Berührungsebenen durch 



20. Wenn zwei Kugeln von einer dritten berührt werden, so 
liegt die Potenzebene der beiden ersten Kugeln, als Ebene zur dritten 
Kugel aufgefafst, ähnlich zur Polarebene des Ähnlichkeitspunktes in 
einer der ersteren Kugeln, und zwar eines äufsem (innem) Älin- 
lichkeitspunktes bei gleichartiger (ungleichartiger) Berührung. 

2 1 . Wenn drei Kugeln Ton einer vierten berührt werden , so 
liegt die Potenzgerade der drei Kugeln, als Gerade zur vierten Kugel 
aufgefaTat, ähnlich zur Schnittgeraden der beiden zu einer Kugel 
gehörigen Polarebenen der Ähnlichkeitspunkte dieser Kugel mit den 
beiden andern Kugeln, wobei der Ähnlicbkeitapunkt ein äufserer 
(innerer) bei gleichartiger (ungleichartiger) Berührung. — Es giebt 
hierbei acht verschiedene Arten der Berührung. 

22. Zu vier Kugeln giebt es sechs äufsere und sechs iimere 
Ähnlichkeit spunkte, die auf acht Ebenen liegen; und zwar li^en 
die sechs äufseren auf einer Ebene, femer je drei äufsere und drei 
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innere, sowie zwei äufsere und vier innere. (Je sechs solcher Punkte [| 20.] 
liegen auf drei Geraden, von welchen jede die übrigen schneidet.) 

33. Die sechs Potenzebenen von vier Kugeln sehneiden einander 
in einem Punkt, dem sog. Potenzpunkt der vier Kugeln. 

24. Wenn vier Kugeln von einer fünften berührt werden, so 
liegt der Berührungspunkt einer Kugel auf der Geraden vom Potenz- 
punkt der vier Kugehi nach dem Schnittpunkt der drei zu der betr. 
Kugel gehörigen Polarebenen der Ähnlichkeitspunkte, welche diese 
Kugel mit den drei übrigen Kugeln gemeinsam hat. — Es ergeben 
sich IG die vier gegebenen Kugehi berührende Kugein. 

25. Welches sind die Grenzlagen der Ähnlichkeitspunkte, der 
zugehörigen Polarehenen und der Potenzebenen zwischen einer Kugel 
und einer zweiten Kugel, wenn die letztere a) zu einem Punkt zu- 
sammenschrumpft? b) zu einer Ebene sich ausbreitet? 

26. Es sind von Punkten, Ebenen, Kugeln vier Elemente ge- 
geben; man soll die Kugeln bestimmen, welche dieselben berühren. 
(Fermat 1679.) ____^_ 

VI. 

Aufgaben zu Pyramiden und Kegeln. 

1. Wird eine dreiseitige Pyramide durch eine Ebene geschnitten, pyj^^ia. 
welche zwei windschiefen Kanten derselben parallel ist, so ist die 
Schnittfigur ein Parallelogramm. 

2. a) Legt man in einer dreiseitigen Pyramide Ebenen durch 
jede 5er von einer Ecke ausgebenden Kanten und je durch die Schwer- 
linie der gegenüberliegenden Seitenfläche, so gehen diese drei Ebenen 
durch eine Gerade s. — Wie viele solche Gerade s giebt es? 

b) Die Geraden s in a) gehen durch einen Punkt, den sogen. 
Schwerpunkt des Körpers, und jede derselben wird durch den 
Schwerpunkt im Verhältnisse von 3 : 1 geteilt (vgl. S. 69, ib). 

e) Giebt ea in der dreiseitigen Pyramide auch, entsprechend wie 
im Dreieck, einen Höhenpunkt, einen Mittelpunkt der Ecken und 
einen (oder mehrere) der Seiten? 

d) Durch den Schwerpunkt der dreiseitigen Pyramide gehen 
auch die Verbindungsgeraden der Mitten gegenüber Hegen der Kanten, 
und diese halbieren einander. 

3. In jeder dreiseit^en Pyramide beträgt die Summe der sechs 
Flächenwinkel mehr als iB, aber weniger als QU. 

4. Für jede Pyramide gelten die folgenden Sätze: 

a) Die Summe der Seitenflächen ist gröfser als die Grundfläche. 

b) Zwei Seitenkanten (oder auch die Höhen zweier Seitenflächen) 
verhalten sich umgekehrt wie die Sinus ihrer Neigungswinkel gegen 
die Grundfläche. 
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158 Aufgaben zu Pyramiden und Kegeln, VI. 

] 5. a) Welche Seitenfläche einer dreiseitigen Pyramide mit recht- 

winkeligom Dreikant (sog. rechtwinkeliges Tetraeder) kann Hypotenusen- 
flache und welche können Kathetenfläehen heifsen? 

b) In welcher GfrÖfsenbeziehung steht eine Kathetenfläche zur 
Hypotenusenfläche eines rechtwinkeligen Tetraeders? 

c) Das Quadrat der Hypotenusenfläehe ist gleich der Summe 
doT Quadrate der Kathetenflächen Andeutung. Ziehe vom Scheitel 
die senkrechte Strecke zur Hypotenusenfläche und benutze S, 13, 7 und 
S. 36, 1. 

6. In einem regelmäfsigeu Tetraeder bestimmen die Mittelpunkte 
Ton zwei Paar gegenüberliegenden Seiten ein Quadrat. 

7. In einem regelmäfsigen Tetraeder ist jede Verbindungagerade 
der Mitten zweier Gegenseiten a) Mittelsenkrechte zu diesen Seiten, 

b) Mittelsenkrechte zu den beiden andern Verbindungsgeraden der 
Seitenmitten, c) Mittellinie für das Tetraeder. 

8. Eine Strecke c sei Mittelsenkrechte zwischen zwei wind- 
schiefen, zu einander senkrechten Strecken AÄ' = 2a und BB' = 2b. 
Wie viele Ebenen sind durch die Punkte bestimmt? und welche Art 
von Körpern umschlieisen die Ebenen? 

9. Welcher Körper wird gebildet, wenn in vor. Aufgabe a^h 
und c = «1/2 ist ? 

10. Wird in dem durch die Aufgabe 8 bestimmten Körper BB' 
nicht von e halbiert, so teilt die Halbierungsebene des Ebenenwinkels 
bei AA' die Gegenkante im Verhältnis der den Plächenwinkel ein- 
schliefsenden Seiten. 

11. In der Ebene, die eine Strecke AA'^=2a senkrecht hal- 
biert, seien gegengesetzt in Bezug auf den Mittelpunkt zwei Paare 
Punkte B und B', C und 6" gewählt, und dabei sei BB' ^ 2b, 
00' ^ 2c und -^ (bc) = y. Welche Ebenen sind durch die Punkte 
bestimmt? und welchen Körper umschliefsen die Ebenen? 

12. Welchen Körper erhält man aus den in Aufg. 11 gekenn- 
zeichneten, wenn angenommen wird: 

1) « = i = c und y = E? 2) ö = cund}' = B? 
3) « > &> c und ]- = JJ? 4) & = cund3/=yJJ? 

13. a) Man soll über einer gegebenen regelmäfsigen Grund- 
fläche eine Pyramide errichten, deren Seitenkanten den Grundkanten 
gleich sind. 

b) Beweise, dafs es keine mehr als fünfaeitige Pyramide giebt, 
die gleichkantig ist. 

c) Von einer regelmäfsigen 3-(4-, 5-)aeitigen Pyramide, deren 
Seitenkanfcen gleich den Grundkanten sind, sind zu berechnen die 
Winkel a) der Seitenfläche und Grundfläche; b) zweier Seitenflächen; 

c) der Seitenkante und Grundfläche. 



y Google 



VI, Aufgaben zu Pjramiden und Kegeln. 159 

14. a) Von einer quadratischen Pyramide ist aus dem Winkel « § 
zwischen Seiten- und Grundfläche der Winkel zweier Seitenflächen 2ß ! 
zu berechnen, oder umgekehrt; ferner das Verhältnis der Höhe zur 
halben Eckenlinie der Grundfläche (Haupt- und Nebenaxe). 

Zirkon: k = 42" 10'; ß = 61" 40'. 

b) Ebenso von einer regebnäfsigen sechsseitigen Pyramide. 

Apatit: « = 40° 18'; ß = 71" 8'. 

15. Von einer geraden Pyramide, deren Grundfläche eine Raute 
ist, ist der Winkel a zwischen einer Seitenfläche und der Grundfläche 
und der Winkel zweier benachbarten Seitenflächen 2ß gegeben. Es 
sind die Winkel der Seiten- und Grundkante mit den Eekenlinien 
der Grundfläche zu bestimmen, sowie das Verhältnis der halben Ecken- 
linien unter einander und zur Höhe; ferner der Winkel y, welchen 
eine der genannten Seitenflächen mit einer weitem Seitenfläche bildet. 

Schwefel: a= 71" 38,5', ;3 = 53"19', (y = 42" 29'). 

16. Von einem Rhomboeder boU aus dem Ehenenwinkel 2a an 
einer Polkante der Ebenenwinkel 2ß an der Seitenkante berechnet 
werden oder umgekehrt; femer das Verhältnis der Hauptaxe zur 
Nebenase (vgl S. 151, Aufg. 21). 

Kälkspath: 1) 2« = 105" 8'; 2) 2k = 135"; 3) 2« = 79". 

17. Man soll die Oberfläche einer geraden Pyramide mit 
regelmäfsiger Grundfläche berechnen, wenn ihre Grundkante ^ a, ^ 
die Höhe = h gegeben und wenn die Grundfläche ein a) Viereck, 
b) Dreieck, c) Sechseck, d) Ächteck ist. 

18. Ebenso wie 17, wenn statt h die Seitenkante s gegeben ist. 

19. Die Höhe einer geraden Pyramide mit gleichseitigem Drei- 
eck als Grundfläche sei doppelt so grofs als a) eine Grundkante, 
b) die Höhe der Grundfläche. Die Gesajntoberfläche sei = G Welche 
Abmessungen hat die Pyramide? 

20. Bestimme die Oberflächen der Pyramiden, welche gekenn- 
zeichnet sind durch die Angaben in den Aufgaben a) S. 139, 32, 
femer S. 158 b) 8, c) 9, d) 11, e) 12, f) 13. 

21. Auf eine quadratische Platte, deren Seite a ist, soll eine 
regelmäfsige achtseitige Pyramide gestellt werden, von welcher zwei 
Paar gegenüberliegender Grundkanten in die Seitenkanten der Platte 
fallen und deren Seitenkauten ebenfalls = a seien. Es ist zu be- 
rechnen die Grundkante der Pyramide, die Grundfläche, der Mantel 
und die Höhe. 

22. In einer reehtwinkeUgcn dreiseitigen Pyramide (vgl. 5 a) 
sei die Hypotenusenfläche ein a) gleichseitiges Dreieck mit der Seite a, 
b) gleichaehenkeliges Dreieck mit den Seiten a, b, h. Wie grofa ist 
die Geeamtob er fläche? 

23. Welchen Winkel bilden in einer geraden regelmäfsigen drei- 
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160 Aufgaben au Pyramiden und Kegeln, VI. 

[§ 21.] seitigen Pyramide Seiten- und Gnindfläclie mit einander, wenn eine 
der ersteren «mal so grofs ist als letztere? 

24. Zwei entsprechende Kanten zweier ahnliclien Pyramiden 
seien = 3,9 und 6,5, und ihre Oberflächen unterscheiden sich von 
einander um 272. Welche Oberfläche hat jede der Pyramiden? 

25. Herodot sagt von der grofsen quadratischen Pyramide zu 
Ghizeh, dafa ihr Höhenquadrat gleich einer Seitenfläche sei. Welchen 
Winkel bildet hiemach eine Seitenkante mit der a) Grundkante? 
b) Grandfläche? 

26. Der Geograph Strabo berichtet, die Höhe der eben ge- 
nannten Pyramide sei ein ägyptisches Stadion. Man berechne den 
Umfang der Grundfläche und vergleiche denselben mit dem Umfang 
eines Kreises, dessen Halbmesser ein. Stadion ist. 

27. Wie grofs ist die Oberfläche des Stumpfes einer regel- 
mäfsigen 3- (4-, 5-, 6-, 8-, 10-, 12-)seitigen Pyramide, dessen untere 
Kante = a, obere Kante = h und Seitenkante = c ist? 

28. Dieselbe Aufgabe ist üu lösen, wenn statt der Seitenkante 
die Höhe h des Stumpfes gegeben ist. 

39. Ein steinerner Wegweiser hat die Form eines regelmäfsigen 
dreiseitigen Pyramiden stumpfes, der auf einem dreiseitigen Prisma 
ruht. Die Höhe des Prismas ist a, die Grundkante h, die Höhe des 
Stumpfes h, die untere Kante c, die obere d. Was kostet der An- 
strich des Steines, wenn für den Quadratmeter p Pfennige gefordert 
werden? ß = 60cm, & = 12, A = 100, c = 55, rf=30 cm, _p = 150Pf. 

30. Entsprechend den Aufgaben S. 154, V, 1 und 3 sollen die 
Bedingungen für die Ähnlichkeit der Pyramiden (und Kegel) auf- 
gestellt werden. 
Kegel. 31' Ist eine Berühmn^ebene eines beliebigen Kreiskegels stets 

senkrecht zu dem durch ihre Seitengerade gehenden Axensehnitt? 

32. Unter allen Axenschnitten eines schiefen Kegels hat der 
Hanptaxenschnitt den kleinsten Inhalt. — Wie wechselt die Gröfse 
des Axenschnittes mit der Lage desselben? Welcher Axenschnitt 
hat den gröfsten Inhalt? 

33. Es bezeichne für den geraden Kegel; r den Halbmesser 
des Grundkreisea, s die Seitenlinie, h die Hohe, « den Winkel an der 
Spitze des Aienschnittes, m die Mantelfläche. — Man soU berechnen: 

1) m aus r und h; 2) r aus m und s; 3) m aus s und h; 
4) m aus « und »-; Ö) s aus m und k; 6) k aus m und s; 

7) K aus Ä = 5 und m = 12,5 Jt; 
8) a aus der Angabe, dafs die Mantelfläche das ")/2-fache der Grund- 
fläche sei. 

34. Es bezeichnen für den geraden Kegelstumpf: M und r 
die Halbmesser der Grundkreise (JJ> r), s die Seitenlinie, h die Höhe, 
m die Mantelfläche, ■ — und für den beti-effenden Ergänzungskegel: 
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Sj die Seitenlinie, \ die Hohe und nij die Mantelfläche, — und für [§ 
den ganzen Kegel: S die Seitenlinie, J9" die Höhe und M die 
Mantelflache — Man soll beiethnen 

1} m eins JR, r, s; 2) tu aus B h, s; 3) m aus 11, r, S; 
4) m aus JE, r, H; 5) Ji" aus S t, r; 6) s aus M, H, h\ 
7) M aus ilf, s, ?(; &I » aus If s, h; 9) % aus s, S, If; 
10) »i aus M. R, r; 11) fe aus m s, *■; 12) m^ aus üf, JS, s. 

35. Ein gleichseitiger Kegel, d. h. ein solcher, dessen Axen- 
schnitte gleichseitige Dreiecke sind, habe die Höhe = h. Wie grols 
ist seine Gesamtoh er flache ? 

36. In einem geraden Kegel sei der Grundkreis um 15 cm länger 
als die Seitenlange, und a) der Mantel — - oder b) die Gesamtoher- 
fläche betrage 650 qcm. Welche Abmessungen und welchen Axen- 
Bchnittwinkel hat der Kegel? 

37. In welchem Verhältnis steht die Mantelfläche zur Grund- 
flache eines gleichseitigen Kegels? 

38. Man soll das Netz eines geraden Kegels zeichnen, dessen 
Äxenschnittwinkel ti) —R, b) Ifi, c) 1 — iJ. 

39. Ein a) Sechstels-, b) Viertels-, c) Halbkreis mit dem Halb- 
messer = r werde zu einem Kegel gebogen. Wie grofs sind des 
letzteren Halbmesser, Höhe, Äxenschnittwinkel und Gesamtoh erfläehe? 

40. Ein rechtwinkeliges Dreieck werde nach einander um jede 
der Katheten gedreht und erzeuge so zwei Kegel, deren Mantelflächen 
das GröfsenTerhältnis p : q haben, a) Welches Verhältnis haben die 
Seiten des Dreiecks? b) Welche Mittelpunktswinkel zeigen die auf- 
geroUten Mäntel, falls ^ = 0,75? 

41. Das Dach eines runden Turmes besteht aus einem Kegel- 
stumpf, dessen imterer Halbmesser = 2,5 m und Höhe = 1 m und 
dessen Seitenkante unter -45" gegen die Grundfläche geneigt ist, und aus 
einem spitzeren Kegel, der auf der oberen Fläche des Kegelstumpfes 
aufsitzt und eine Höhe von 5 m hat Wie grofs ist die Dachfläche? 

42. Ein Kugelventil besteht aus einer Kugel, die in einer nach 
unten sich verjüngenden Kegelfläehe ruht. Die Ebene des vom Kegel 
berührten Kreises der Kugel halbiere den lotrechten Kugelhalbmesser 
(=i r), und die Kugel werde durch den Druck des Wassers von unten 
um den halben Kugelhalbmesser gehoben. Wie grofs ist in dieser 
L^e der kürzeste Abstand zwischen Kugel und Kegel? und wie grofs 
die Öffnungsfläche zwischen beiden, die diesem Abstand entspricht? 

43. Ein regelmäfsigee Sechs- (5-, 8-, 10-, 12-) Eck, dessen Seite 
= a ist, werde um die Mittelsenkrechte einer Seite (oder Halbierende 
eines Winkels) gedreht. Wie grofs ist die Oberfläche des TJm- 
drehungskÖrpers ? 
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162 Aufgaben zur Fläcie der Kugel und ihrer Teile. Vn. 

[§ Sl.] 44, Das Netz eines Ringes soll hergestellt werden, dessen 

Querschnitt ein Quadrat ist, von dem eine Eokenlinie pai-allel der 
Axe des Ringes ist, die Quadrateeite = a and der Abstand der Mitte 
des Quadrates von der Axe des Ringes gleich der Eckenlinie des 
Quadrates. Wie grols müssen die Halbmesser und Mittelpunktswintel 
der vier ebenen Ringstüeke sein, die zusammengerollt einen solchen 
körperlichen Ring geben? 

45. Einem geraden Prisma, dessen Höhe li und dessen Gtrund- 
fläche ein regelmäfsiges Sechseck mit der Seite a ist, sei ein gleich 
hober gerader Kegel einbeschrieben, dessen Grundkreis das Sechseck 
berühre. In welchem Verhältnis stehen die a) Mantelflächen, b) Ge- 
samt Oberflächen beider Körper? 

46. Über dem Kreise, dessen Halbmesser r ist, stehe ein gerader 
Cylinder und ein gerader Kegel von gleicher Hohe h. a) In welchem 
Verhältnis stehen die Mantelflächen beider Körper? b) Kann der 
Mantel des Cylinders das Doppelte des Kegelmantels sein? c) Ist 
letztere Beziehung für die Gesamtoberflächen möglich? 

47. Ein gerader Kegel soll durch einen gleich hohen gleicbasigen 
Cylinder so durchschnitten werden, dafs die Mantelfläche des ersteren 
a) der des letzteren gleich werde; b) halbiert werde; c) im Verhältnis 
von 1 : n geteilt werde. Man soU die Abmessungen des Cylinders 
zeichnen, wenn r und h des Kegels gegeben sind, 

48. Ein gegebener gerader Kegelstumpf (mit r,, r^ und Ä) werde 
geschnitten durch einen den Grundflächen parallelen Kreis, dessen Fläche 
das a) arithmetische, b) geometrische Mittel sei zwischen den beiden 
Grundflächen. Man soll den Halbmesser des Kreises zeichnen und die 
Fläche des dem kleineren Kreis anliegenden Mantelteils berechnen. 

49. Gegeben sei auf quadratischer Grundfläche eine gerade 
Pyramide, deren Seitenfläche als Höhe die Länge a der Gi-undkante 
habe. Dieser Pyramide werde ein berührender Kegel einbescbrieben, 
letzterem wieder eine ähnliche Pyramide, letzterer wieder der be- 
rührende Kegel u. s. f. unbegrenzt. Welche Gröfse hat die Summe 
aUer r " 



vn. 

Aufgaben zur Fläche der Kugel und ihrer Teile. 

'■ i. Wie viele Quadratmeilen mifst die Oberfläche der Erdkugel, 

' da ihr Äquator 5400 geogr. Meilen lang int? 

2. Wie grofs ist der Halbmesser emer Kugel, deren Oberfläche 
gleich der Summe zweier KugelÜathen mit den Halbmessern r-^^ und 
r. ist? 
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3. Die Fläche eines Kiigelscluiittkreises sei a^, während ihr [g 22.] 
Abstand von der Kugelmitte d beträgt. Welche Gröfse hat die 
Kugelfläche? 

4. Wie verhalten sich die Oberflächen einer Kugel, eines Cylindera 
und eines Kegels, deren Gfrundkreise mit dem Kugelhalbmesser be- 
schrieben sind und deren Höhe gleich dem Kugeldurchmesser ist? 

5. Wie verhält sich die Oberfläche des Mondes zu der der Erde, 
wenn der Mond in der Entfernung von 60 Erdhalbmeesem den 
scheinbaren Durchmesser von y" 1^*^? 

6. Eine Kugel, deren Halbmesser ^ r ist, berühre einen Kegel, 
dessen Spitze den Abstand a vom Kugelmittelpunkt hat. In den 
Raum zwischen Kugel und Kegelapitze sei eine unendliche E,eihe von 
Kugeln gelegt, deren jede die vorangehende und den Kegel berührt. 
Wie grofs ist die Gesamtheit der Oberflächen dieser Kugeln? 

7. Wie grofs ist in einer Kugel vom Halbmesser r die Fläche Haube, 
einer Haube, wenn a) ihr Begrenzungskreis den Halbmesser p hat? 

b) der Halbmesser ihres Begrenzungskreises doppelt so grofs ist ais 
ihre Höhe? 

8. Wie hoch ist bei gegebener Kugel eine Haube, deren krumme 
Fläche das «fache ihrer Kreisgrundfläche ist? Beispiel: w == 2. — 
Welcher Bedingung mufs n genügen, damit die gesuchte Höhe ge- 
ringer als ein Halbmesser wird? 

9. Ein leuchtender Punkt stehe vom Mittelpunkte einer gegebenen 
Kugel um a ab. Welche Fläche der Kugel wird beleuchtet? — 
Beispiel: r = 10, a = 45 mm. — Wie grols raufs a gewählt werden, 
damit drei Viertel der Kugel im Dunkeln bleiben? 

10. Eine Licht ausstrahlende Kugel vom Halbmesser R beleuchte 
eine den Halbmesser r besitzende Kugel, und der Mittelpunkts ab stand 
beider sei d. Welcher Teil der Ki:^elfläche wird beleuchtet? — 
Beispiel: r) E^20,r==6, ä=12mm; b)iJ=108.r, </=23300-r. 

11. Wie hoch müfste maa sich Über die Erde (r = 858 Ml.) 
erheben, um eine FEche f (z. B. Europa = 182200 Qdtml.) zu 
übei^eben? 

12. Einer Kugel seien (mit paraUelen Grundflächen) ein gleich- 
seitiger Oylinder und Kegel ein- und umbeschriehen. Wie verhalten 
sich die a) Mantelflächen, b) Gesamtoberflächen der fünf Körper? 

c) In welche Teile teilt der eingeschriebene Cylinder die Kugelfläche? 

13. In welchem Verhältnis stehen die zwei Teile, in welche die 
Axe eines Kugelausschnitts (s. S. 65, 1) durch den Grundkreis seines 
Kegels geteilt wird, wenn hierdurch zugleich die Gesamt ob erßäche 
halbiert wird? 

14. IJber dem Grundkreis einer Halbkugel stehe ein gerader 
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] Kegel von doppelter Hölie. Wie wird dureh diesen die Kiigelfläche 
geteilt? Antwort; Wie 1 : 4. 

15. Wenn zwei Kugeln einander berüliren und von einem sie 
gemeinsam berülirenden Kegel umhüllt werden, so liegen zwischen 
den beiden Kreisen, in denen der Kegel die Kugeln berührfc, zwei 
Kugelhauben, deren Oberflächen summe gleich ist der Mantelfläche des 
Kegelstumpfes zwischen beiden Kreisen. Beweis? 

16. Zwei Kugeln, deren Halbmesser r^ und r^ sind, haben den 
Mitfcelpnnktsabstand d. a) Wie grofs ist der Mantel des Kegelsfcumpfes, 
der beide Kugeln berührt und durch die Berührungstreise begrenzt 
wird? b) Wie grofe sind die beiden Kugelbauben, die über diesen 
Kegeistumpf hervorragen? c) Wie grofs ist die Gesamtheit dieser 
Flächen? d) insbesondere, wenn d = i\--\-r^ iat? 

17. Ein Kessel hat die Form eines Kegelstumpfes, dessen oberer 
Durchmesser 58 cm, der untere 34 cm und Höhe 35 cm; den Boden 
des Kessels bildet eine Kugelhaube, deren Tiefe in der Mitte 5 cm 
beträgt. Der Deckel ist ebenfalls eine Kugelhaube, dessen Höhe in 
der Mitte 3 cm ist. Aus wie vielen Quadratdecimetern Blech besteht 
der Kessel? 

18. Ein Kessel soll aus einem Kegelstumpf und einer Kugel- 
haube so zusammengesetzt werden, dafs beide Flächen sich in einer 
gemeinsamen Kreislinie berühren. Die Höhe des Kegelstumpfes sei 
h, der Halbmesser des oberen (gröfseren) Begrenzung skr eise s sei p,, 
der des Kreises der Berührung ßg. Die Oberfläche des Kessels ist 
zu berechnen. 

,c 19. Welche Fläche bat eine Kugelzone, für welche bekannt 

sind: a) der Kugelhalbmesser r und je die Abstände d^ und d^ der 
Begrenzungskreise vom Mittelpunkt? b) die Halbmesser q^ und q^ 
der beiden Begrenzungskreise und ihr Abstand Ä von einander? 

20. Welche Gesamtoberßäcbe hat eine Kugelzone, von welcher 
die Höhe h, der Halbmesser p^ des gröfseren Begrenzungskreises und 
der Kugelhalbmesser r bekannt sind? 

21. Äquator, Wendekreis und Polarkreis liegen auf der Erde 
unter 0", 23" 27' und 66" 33' geogr. Breite und begrenzen die heifse, 
gemäfsigte und kalte Zone. In welchem Flächenverhältnis stehen diese 
Zonen zu einander? 

22. Wie mufa, parallel der Grundfläche einer Halbkugel, eine 
Ebene gelegt werden, damit die zwei Teile gleichgrofse a) krumme 
Oberfläche, b) öe 8 amtober fläche erhalten? 

33. Welche Gröfse hat der Teil der Erdoberfläche, welcher 
zwischen 48" und 04" n. Br, und zwischen 7" und 19" ö, L. liegt? 

24. Wie grofs ist die Oberfläche eines Ringes von der Höhe h, 
der innen eine cyhndrische Fläche vom Halbmesser ^ hat und aufsen 
kugelförmig gekrümmt ist? 
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25. Wie grofs ist die Oberfläche eines Ringes, dessen beide [§ 
Begrenzungskreise die Halbmesser q^ und q^ und den Abstand h 
haben, wenn der Hing innen kegelförmig und aufsen kugelförmig 
gekrümmt ist? 

36. Für die Oberfläche Z der Kugelzone zwischen den Paj-allel- 
fcreisen, deren geogr. Breiten ^j und ^^ (9^1 ^^a) sind, uud dem 
Mantel M des von diesen Paj-aUelkr eisen begrenzten Kegelstumpfes 
gilt die Gleichung: M ^ Z cos "'— — ?^- ■ Beweis! 

37. Um wieviel übertrifft die Erdzone, die von den ParaUel- 
kreisen in den geogr. Breiten tp^ und (p2 {<Pi> fp-i) begrenzt ist, den 
Mantel des von diesen Parallelkreisen begrenzten Kegelstunipfes, wenn 
der Erdbalbmesser = r ist? Das Ergebnis ist als ein einziges Pro- 
dukt darzustellen. 



VIII. 

Aufgaben xum Inhalt von Prismen und Cylindern. 

Vorbemerkung. Als Einheit des KÖrpermafses gÜt meist ein 
Kubikmeter (kbm); die Unterabteilungen, je lOOOteiiig, heifsen 
Kubikdecimeter (kbdm), Kubikeentimeter (kbcm), Kubik- 
millimeter (kbmm). Der Raumgehalt des Kubikdecimeters keifst 
auch Liter (1); der Kubikmeter heilst auch Ster; 100 1 siud ein 
Hektoliter. — Das Gewicht von 1 kbdm oder 1 Liter Wasser 
(bei 4^0) heilst ein Kilogramm (kg), d^ eines Kubikcentimefcers ein 
Gramm (g) mit seinen zehnteiligen Unterabteilungen Decigramm, 
Centigramm, Milligramm (mg). 1000 g sind 1 Kilogi'amm, 500 g 
ein Pfund, 50 Kilogramm ein Zentner, 1000 kg eiue Tonne, 
d. i. das Gewicht eines Kubikmeter Wassers. — Das specifische 
Gewicht eines Stoffes giebt an, wieviel Kilogramm ein Kubikdecimeter 
(Liter), oder wieviel Gramm eiu Kubikeentimeter des Stoffes wiegt. — 
Das Gewicht eiues schwimmenden Körpers ist gleich dem Gewicht 
der von ihm verdrängten Flüssigkeit. 

I, Man soll den Inhalt eines Würfels berechnen, wenn von ^ 
ihm gegeben ist: a) die Kante (fc = 2 m 7 cm); b) die Oberfläche 
f(j= 17,34 qcm); c) die Eckenhnie d einer Fläche; d) die Eckenlinio 
D des Körpers; e) der Umfang m einer Ebene zwischen zwei gegen- 
überliegenden Kanten. 

3. Verlängert man die Kanten a eines Würfels um i und er- 
richtet über (a -\- b) den Würfel, um welche Raumstücke übertrifft 
dieser Würfel den ersteren? 

3. Wenn sieh a) ein Würfel mit der Kante a, b) ein Quader 
mit den Kanten a, h, c bei einer gewissen Temperaturänderur^ für 
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, 1 jede Längeneinkeit nm a ändei-t, um wieviel ändert sich sein Eaum- 
ä] gehalt? 

4r. Genügt ein 10 m langes, 5 m breites und 350 cm hohes 
Sehulzimmer fttr 50 Schüler, TOenn das Gesetz verlangt, dafs auf 
jeden Schüler 2,9 kbm Luftraum gerechnet werden? 

5. Berechne die Inhalte der folgenden in IV (S. 151 und 152) 
angegebenen Körper, i^mlich der Nummern: 

a) 23; b) 27; c) 28; d) 29; e) 30; 
f) 31; g) 32; h) 33; i) 34. 
der, 6. Ein cylindrisches Wasserbecken hat einen Durchmesser von 

5 ni. Wie viele Hektoliter Wasser fafst es, wenn das Wasser — m 
tief steht? 

"H, a) Wie tief mufs ein cylindrisches Viertelliter glas sein, dessen 
innerer Durehmesser 6,8 cm ist? b) Welche Höhe und welchen Dui-ch- 
messer hat ein cylindrisches Litergefäfs, das doppelt so hoch als 
weit ist? oder c) doppelt so weit als hoch? 

8. Der cylindrische Wasserbehälter einer Strafsenspritze fafst 
1800 Liter und hat einen Durchmesser von 90 cm. Wie lai^ ist 
der BeMlter? 

9. Eine Baroraeterröhre habe 11 mm lichten Durchmesser und 
darin stehe 76 em hoch das Quecksilber. Welches Gewicht hat dieses? 
Wie grofa ist der (Quecksilber- oder) Luftdruck auf 1 qcm? 

10. Ein cylindriseher Regenmesser hat 24 cm Durchmesser. 
Nach einem Begen wird das Wasser desselben in einem Standcylinder 
von 3 cm Durchmesser gemessen, den es 166 Tnni hoch anfüllt. Wie 
hoch stand das Wasser im Regenmesser? und wie viele Hektoliter 
Regenwasser fiel auf den Quadratkilometer? 

11. Berechne die Inhalte der folgenden in IV (8. 153 und 154) 
angegebenen Körper, nämlich der Nummern: 

a) 38, c— f; b) 39; e) 42; d) 43; e) 44; 

f) 45; g) 46; h) 47; i) 49. 

13. Die Axe eines Cylinders sei gegen die Grundfläche unter 

dem Winkel cc geneigt und habe die Länge a. Der Halbmesser des 

Grundkreises sei = r. Wie grofs ist der Rauminhalt des Cylinders? 

« = 76»5', a = 16,07 em, r = 2,09 em. 

13. Ein änfserlich gerades prismatisches Gefäfs habe die Höhe h 
und als Grundfläche den Teil eines Quadi'ates, das gleichmäfsig auf je 
— der Kantenlänge a abgeeckt ist; von oben ist es cylindrisch aus- 
gebohrt, so dafs die geringste Wandstärke überall gleich d ist. 
Welchen Eaumgehalt hat das Gefäfs selbst? 

14. Eine Cementröhre von der Länge l hat innen eine cylin- 
drische Fläche, deren Halbmesser ^ r ist, und aufsen die Form eines 
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regelmäfsigen achtseitigen Prismas, dessen Grundkante = a ist. Wie [§ 2t, i 
yiele Kilogramm wiegt die Röhre, wenn das spez. Gewicht des Ceraents » 2.] 
= s ist? Beispiel: r = 300 mm, a = 290 mm, / = 1 m, s = 2,3. 

15. Von einer Cementröhre ist der Querschnitt der äuTseren 
Form ein Kreis, von dem der Abschnitt, der zum fünften Teil des 
Umfangs gehört, ersetzt ist durch ein Rechteck, dessen Seiten gleich 
der Seime des Kreisabschnittes luid der Höhe des Abaehnittea sind. 
Der innere Kreis berührt die Sehne des Abschnittes. Der äufaere 
Durchmesser ist ä dm, die Länge der Röhre l dm, das spez. Gewicht 
= s. Wie viele Kologramm wiegt die Röhre? 

16. Ein cylüidrischer Stab aus Silber von 8 cm Dicke und 
50 cm Länge mit einer Vergoldung von — mm Dicke wird zu einem 
feinen Draht von 20 Kilometer Lange ausgezogen. Wie dick wird 
dann die auf der ganzen Länge des Drahtes zusammenhängende Ver- 
goldung sein? 

17. In eine hohle eiserne cyhndrische Strafsenwalze, deren Lange 
und Höhe im Lichten 1 m 20 cm und 1 m 10 cm beträgt, ist bis 
über Höhenmitte Wasser eingefüllt worden, so dafs dessen Ober- 
fläche 0,6 qm mifst. Wie tief steht das Waaaer? und wie schwer 
ist es? 

18. Ein massiver Cylinder schwimme bei wagrechter Lage der 
Ase so auf Wasser, dafs er mit der Hälfte seines Halbmessers r unter 
Wasser ist. Wie grofs ist das spezifische Gewicht des Stoffes? 

19. Ein wagrecht liegender hohler Cylinder, dessen lichter Durch- 
messer 5 dm ist und dessen Länge 12 dm, ist noch so weit mit 
Flüssigkeit gefüllt, dafs ein lotrecht eingetauchter Stab 1 dm hoch 
benetzt würde. Wie viele Liter Flüssigkeit sind vorhanden? 

20. Ein cyhndrisches Stück Buchenholz von 141 mm Länge 
und 100 mm Durchmesser schwimmt bei wagrechter Lage der Ase 
so auf Wasser, dafs der lotrechte Durchmesser 15,6 mm aus dem 
Wasser hervorragt, a) Wie grofs ist das spez. Gewicht des Buchen- 
holzes? und b) wie viele Gramm wiegt das Stück Hok? 

21. Eine Schwimmachnle ruht auf eylindrischen Tonnen vom 
Durchmesser (i ^ 60 cm und der Länge i ^ 6 m. a) Wie grofs ist 
das Gewicht einer solchen Tonne, wenn sie ohne Belastung bis zur 
Tiefe Ä = 20 cm eintauchend schwimmt? b) Wie grofs ist ihre 
Bel^tung, wenn sie durch diese bis zur Tiefe von 40 cm eintaucht? 

22. Wie viele Liter Wasser fliefsen in einer Minute durch eine 
eylindrisehe Kanalröhre, deren Durchmesser im Lichten 40 cm ist, 
wenn die Tiefe des Wassers in der Mitte der Röhre 10 cm und die 
Geschwindigkeit des Wassers 1,2 m in der Sekunde? 
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IX. 

Aufgaben zum Inhalt von Pyramiden und Kegeln, 
g 24, 3, j Bereckne die Inhalte der in VI (S, 159) bestimmten Körper, 

Pyramide. ..,.,.„ ^ ' ^ ' 

namlich m Plummer; 

a) 17; b) 18; c) 19; d) 9; e) 11; f) 12; g) 21; h) 22; 
i) 23, wobei die Grrundkante = a sei; k) 26. 

2. Welchen Inhalt hat eine a) vierseitige, b) fünfseitige gleich- 
kantige Pyramide mit der Kaute a? 

3. Ein Stein hat die Form einer dreiseitigen (quadratischen) 
Pyramide mit prismatischem Sockel. Die Grundkante TOn Pyramide 
und Prisma ist = 45 cm, die Seifcenkante der Pyramide 135 cm und 
des Sockels 25 cm. Wie viele Kilogramm wiegt der Stein, wenn sein 
spez. Gewicht = 2,5 ist? 

4. Ein Zirkonkry stall hat die Form einer quadratischen Säule, 
auf deren Endflächen quadratische Pyramiden aufsitzen, deren Flächen 
mit den Säulenflächen Winkel von 132" 10' bilden. Wie grofs ist 
das spez. Gewicht des KiystaUs, wenn die Grundkante der Säule 
= 3 mm, die Seitenkante = 8 mm und das Gewicht = 361 mg ist? 

5. Von einer geraden Pyramide mit quadratischer Grundfläche 
sei der Körperinhalt Je und der Inhalt i eines durch zwei Gegen- 
seitenkanten gelegten Schnittes gegeben. Welche Gröfse haben die 
am Körper vorkommenden Winkel von a) Kanten mit Flächen? 
b) Kanten mit Kanten? c) Flächen mit Flächen? 

6. Von einer dreiseitigen Pyramide seien die Kanten einer Ecke 
a, h, c und deren Winkel ■^ab = y, -^bc =^'ci, ^ca = ß. Wie 
grofs ist sein Inhalt? 

K8«ei. 7. Welchen Inhalt hat ein gleichseitiger Kegel, dessen a) Seiten- 

linie s ist? b) Höhe h ist? 

8. Bestimme den Inhalt eines Kegels, dessen Netz ein a) Viertel-, 
b) Sechstel-, c) Halbkreis (Filter) mit dem Halbmesser s ist. 

9. Es soll ein Becher hergestellt werden zum Anhängen an 
einen Brunnen; er soll die Form eines Kegels erhalten und V4 Ijiter 
fassen. Seine Tiefe soll ly^mal so grofs sein, als sein Durchmesser 
am oflenen Ende. Wie grofs ist Halbmesser und Mittelpunktswinkel 
(oder Sehne) des Kreisausschnittes zu nehmen, welcher aus Blech 
herzustellen ist, um durch Zusammenrollen desselben den Becher zu 
erhalten? 

10. Ein Dreieck, dessen Seiten 44, 37, 15 sind, drehe sich nach 
einander um jede der Seiten. Welche Korperinhalte entstehen so? 

11. Nach den Bezeichnungen in VI, 33 (S. 160) und Bezeichnung 
des Kegelinhaltes mit i bestimme man: 
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a) i aus m und s; b) i aus r und k; c) i aus m und a; [§ 

d) s aus » und r- e) « aus r und m; f) i aus m und ■— = v, 

12. Mit einem geraden Kegel, dessen Hallmiesser r und Seiten- 
linie s ist, habe ein gleichseitiger Kegel gleiche a) Mantelfläche, 

b) Ges amtober fläche. Wie grofs ist der Inhalt des letzteren? 

13. Von einem schiefen Kegel kennt man die grofste Seiten- 
streeke a, die kleinste h und den Durchmesser der Grundfläche c. 
Man soll den Inhalt bestimmen, [a =f= 5,8, h = 4,1, c = 5,1.] 

14. Ein Kegel, dessen Halbmesser r, Höhe Ji und spezifisches 
Gewicht s ist, schwimmt mit der Grundfläche nach unten (oder 
oben) im Wasser. Wie weit sieht er über dasselbe heraus? 
Beispiel: ;* = 20, s = 0,45. 

15. Wenn üher einer Strecke s als Grundseite ein Quadrat, ein 
gleichseitiges Dreieck und ein gleichschenkeliges mit dem Quadrat 
gleichhohes Dreieck gezeichnet wird, und sich jede der Figuren um 
die Mittelsenkrechte zu s dreht, io welchem Verhältnis stehen a) Mantel- 
flächen, b) Gesamtoberflächen und c) Inhaite der Körper? 

16. Bestimme das Verhältnis der Inhalte des einem regelmäfsigen 
Tetraeder einbeschriebenen und des ihm um beschriebenen Kegels. 

17. Gegeben sei ein gleichseitiger Kegel, und diesem soll ein 
auf der Grundfläche aufstehender gerader Cy linder einbeschrieben 
werden. Ist es möglieh, dafs letzterer a) die halbe Mantelfläche, b) die 
halbe Gesamtfläche, c) den halben Inhalt des Kegels erhalte? 

18. Der Inhalt eines gleichseitigen Kegels sei i. Man soll Ober- 
fläche und Inhalt der ihm ein- und umgeschriebenen Pyramide be- 
rechnen, deren Grundfläche ein regelmäfsiges a) Viereck, b) Dreieck, 

c) Sechseck ist. 

19. Welches Verhältnis besteht zwischen den Oberflächen (In- 
halten) eines gleichseitigen Cylinders und gleichseitigen Kegels, wemi 
beide denselben Inhalt (dieselbe Oberfläche) haben? 



Aufgaben zum Inhalt von Pyramiden- und Kegelstumpf 

und schief abgeschnittener Säule. ^ 

1. Von dem Stumpf einer regelmäfsigen 6- (8-, 10-, 12) eckigen 
Pyramide sei die Grundkante = a, die obere Kante = h, die Seiten- 
kante = s. Wie grofs ist der Inhalt? 

2. Ein Pyi-amidenstumpf, dessen Höhe 7; und dessen Grund- 
flächen regelmäfsige Sechsecke mit den Seiten a und h sind, werde 
in der Mitte der Höhe durch erneu zu den Grundflächen parallelen 
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] Selinifct geteilt. In welehem Verhiütnis findet die Teilung a) des 
Inhalts, b) des Mantels statt? 

3. Ein Baumstainm habe die Gestalt eines Kegelstnmpfes. Die 
Umfange seiner Endflächen seien 2,12 m und 1,97 m, seine Länge 
9 m. Wieviel Knbikdecinieter Holz enthält er? 

4. Welchen Fehler begeht man, wenn man einen Kegelstumpf 
(Baumstamm) durch einen gleichlangen Cylinder ersetzt, dessen Halb- 
messer gleich dem Mittelhalbmesser des Kegelatumpfee ist? 

5. Wenn r^, r^, h die Abmessungen eines geraden Kegelstumpfes 
sind, so soll raan berechnen: a) Jaus ri^S,2, ^2=5,', 7*^4; 

b) h aus J= 10000, r,= 12,S, r^ = 8,05; 

c) r^ aus rg= 2,5, k = 6, J= 180. 

6. Man soll den Inhalt eines geraden Kegelstumpfes berechnen, 
von welchem gegeben ist: a) die Seitonlinie s, ihr Neigungswinkel a 
gegen die grÖfsere Grundfläche und der Halbmesser i\ der letzteren 
(z. B. s = 17, ß = 69", j-j = 19); b) der Mantel m, das Verhältnis 
der Grundflächen p : q und der Winkel 2« des Axenschnittes im Er- 
gänzungskegel (z. B. IB = 537, p : 2 ^ — -, 2c: = 50°); c) die Höhe h, 
der Mantel m und der Unterschied d der Grundflächen. 

7. Von einem Doppelkegel seien die Halbmesser der Begreuzungs- 
breise r^ imd r^ und der Abstand ihrer Flächen h. Wie grofs ist 
der Inhalt des Körpers? 

8. Wenn ein regelmäfsiges Fünfeck (Achteck, ZwÖlfeck), dessen 
Seite s ist, sich um die Mittelsenfcrechte einer Seite dreht, wie grofs 
igt die Oberfläche und der Inhalt des Körpers, welcher hierdurch 
entsteht? ( Antw.t -j jis^ cos -^ cos* — j - 

9. Die Fläche eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen Katheten 
a und h sind, weniger der des einbeschriebenen Quadrates, von dem 
a) nur eine Ecke, b) eine Seite auf der Hypotenuse liegt, drehe sich 
bei a) um die Kathete a, bei b) um die Hypotenuse als Axe. Wie 
grofs sind Mäntel, Gesamtoberflächen und Inhalte der Körper? 

10. Wie grofs ist das Gewicht (samt Belastung) einer Boje, die 
die Form zweier gleichen mit der Grundfläche aneinander stofsenden 
Kegel hat, deren Äxenschnitt ein rechtwinkeliges Dreieck ist mit der 
Kathete s dm, während die Boje so im Wasser schwimmt, dafs vom 
oberen Kegel % der Höhe herausragt? 

6. 11. Wie viele Kubikmeter enthält ein Schotterhaufen mit recht- 

eckiger Grundfläche von der Länge 3 m und Breite 50 cm, dessen 
Seitenflächen oben in eine Längslinie von 2 m zusammenlaufen, 
während die Seitenkante 87 cm lang ist? 

13. Wie grofs ist der Dachraum eines Hauses, dessen Boden 
a m lang, b m breit ist, wemi von den vier Bodenkanten die vier 
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Dachflächen unter 45" gegen die Bodenfiäche geneigt bis ku der Höhe h [| 24, i 
über dem Dachboden aufsteigen'? ''J 

13. Wie viele Kubikmeter Erde erfordert ein Damm von der 
Länge l und den- Höhe h, der oben die Breite h hat und beiderseits 
sowie an seinen Enden Böschungen von 60*' Neigung besitzt? 

14. Wie viele Kubikmeter Erde sind erforderlich, um auf diesen 
Damm einen Weg von der gleichen Breite und den gleichen Böschungen 
zur Seite anzulegen, der 15 7(, Steigung erhalten soU? 

15. Berechne die Inhalte der Körper von IV, 33 und 34 (S. 152). 

16. Ein regelmäfsiges dreiseitiges Prisma werde von einer Ebene 
geschnitten, welche einer Grundkante a parallel ist und mit der 
Grundfläche den Winkel a macht. Wie gi-ofs ist die Oberfläche und 
der Inhalt des abgeschnittenen Körpers, wenn die kürzere Seitenkante 
= h ist? 

17. Ein gerades Prisma, dessen Grundfläche eine Raute ist, sei 
schief abgeschnitten durch eine Ebene, die parallel der kleineren 
Eckenlinie a der Raute ist. Die gröfsero Eckenlinie sei = hy die 
kürzeste Seitenkante c, die längste d. Wie grofs ist der Inhalt? 

■ 18. Wie grofs ist der Raumiahalt eines cylindrischen Kohlen- 
eimers, der schräg abgeschnitten ist unter einem Winkel von 45" 
gegen die längste Seitenlinie, wenn der Halbmesser = r und die 
kürzeste Soitenliaie '^ a dm ist? 

19. Ein Grabstein besteht aus einem würfelförmigen Sockel, 
dessen Kanten ^ a dm sind, und einem geratlen, schief abgeschnittenen 
Cylinder, dessen obere Fläche gegen die Grundfläche um 60" geneigt 
ist. Der Durchmesser des Cylinderg ist % der Würfelkante und die 
kürzeste Seifcenkante das Doppelte der Würfelkante. Wieviel wiegt 
der Körper, wenn sein spez. Gewicht s ist? Was kostet die Politur 
des Steins, wenn der Quadratdecimeter mit _p Pfennigen berechnet wird? 

30. Ein Prismatoid, d. i. ein Korper, der begrenzt ist von 
zwei in parallelen Ebenen hegenden Vielecken und von den Dreiecken, 
die je eine Seite des einen Vielecks mit einer benachbarten Ecke 
des andern verbinden (oder von den Trapezen zweier benachbai-ten 
parallelen Seiten der Vielecke), werde vun einem Punkt der Mittel- 
parallelebene ans in Pyramiden zerlegt, welche die Begrenznngs flächen 
des Körpers als Grundflächen haben. Es ist nachzuweisen: a) Schneidet 
eine der dreiseitigen Pyramiden aus der Mittelparallelebene eine Fläche 
f aus, so ist ihr Inhalt % fh, wenn h der Abstand der parallelen 
Ebenen ist (Dpi Inhalt ist das Vierfache der von f und der 
gegenüberhegenden Ecke begrenzten Pyramide.) b) Sind G, g, m die 
Grundflächen und Mittelfläche, h der Abstand der ersteren, so ist der 
Inhalt des t,anzen Korpers: -g- (<? + ? + 4m). 
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1 Intalt der Kugel und Kugelteile. 



Aufgaben zum Inhalt der Kugel und Kugelteile. 

I ^ 1. Welchen Inhalt hat eine Kugel, deren a) Halbmesser 

r (= 4,5 mm), b) Hauptkreisumfatig u (= 14,7 cm), c) Oberfläche 
o (== 200 qdm) ist? — Welches Gewicht haben diese Kugeln, wenn 
sie bei a) aus Tannenholz (sp. G. = 0,5), bei b) aus Eisen (sp. G. 
= 7,25), bei c) aus Kalkstein (sp. G. = 2,72) bestehen? 

2. Welchen Halbmesser und welche Oberfläche hat eine Kugel, 
deren Inhalt a) 1400 kbcm, b) J, e) ^ beträgt? 

3. Wie grofs ist der lichte Durchmesser des Laufes einer Kanone, 
deren kugelförmiges eisernes Vollgeschofs 6 kg wiegt? (Spez. Gew. 
= 7,25.) 

4. In welchem Verhältnis stehen die Durehmesser zweier Kugein 
von einerlei Stofi^, Ton denen die eine doppelt soviel wiegt als die andere? 

6. Wie verhalten sich Kegel, Kugel und Cylinder von gleichem 
Halbmesser und gleicher Höhe? (Grabmal des Arebimedea.) 

6. Erde, Sonue nnd Mond mögen als Kugeln betrachtet werden 
und ihre Halbmesser seien r, 108 r, 0,27 »-; der Abstand der Mifcte 
von Mond und Erde sei = 60 r. Es fragt sich: a) Wie viele Erd- 
kugeln liefseu sieh aus der Sonne bilden? b) Wie viele Erde und 
Mond einhüllend berührende Kugeln liefsen sich aus der Sonne bilden? 

7. Aus drei eisernen Kugeln, deren Halbmesser r^, r^, r^ sind 
(z. B. 5, 8, 12 cm), wird eine einzige gegossen. Welchen Dureh- 
messer und welches Gewicht hat diese? (Sp. G. = 7,25.) 

8. Wie viele Bleikugeln von 12 mm Durchmesser lassen sich 
aus a (z, B. 30) i^ Blei (sp. G. = 11,4) giefsen? 

9. Welchen Halbmesser mufs eine kupferne Hohlkugel (spez. G. 
^ 8,9) mindestens haben, damit sie, bei 1 cm Wanddicke ganz 
untergetaucht, im Wasser schwimmt? 

10. In eiuem mit der Spitze abwärts gekehrten geraden Kegel, 
dessen Axe lotrecht und dessen Axenschnittwinkel 2« sei, befinde 
sieh Wasser von der Tiefe h. In dieses werde eine Kugel vom Halb- 
messer r ganz untergetaucht. Wie hoch steigt das Wasser? 

11. Wie verhalten sich die Oberflächen und Inhalte der in VI, 43 
angegebenen Körper zu denen der ein- und umbeschriebenen Kugeln? 

13. Wie verhalten sich die Inhalte der fünf Körper in VII, 12? 
Bb^rfS'/it ^^" ^^ welcher Kugel gehört ein Segment, dessen Inhalt H 

(0,223 kbm) und dessen Höhe h (6,3 cm) ist? 

14. Dieselbe Aufg. wie VII, 13, wexua der Inhalt halbiert sei. 
16. Dieselbe Aufg. wie VII, 14 für den Inhalt der Kugelteile. 
16. In welchem Verlmltnis werden Oberfläche und Inhalt einer 
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XI Aufgaben zum Inialt der Kugel und Kugelteile. 173 

Kugel geteilt, wenn die Teilung durcli die Ebene einer Fläche des [§ 
einbeschriebenen a) Würfele, b) regelmäfsigen Tetraeders besorgt wird? 

17. Ein Kessel soll hergestellt werden, welcher v Hektoliter 
fafst und die Form eines Kugelabschnittes hat der Art, dafs der Durcli- 
messer des obem Begrenzungakreises gleich der Entfernung des 
Raudes vom tiefsten Punkte sei. a) Wie grofs mufs. diese Entfernung 
sein, b) wie grofs der Kugelhalbmesser und c) wieviel Quadrat- 
deeimeter Kupferblech sind für den Kessel erforderhoh? 

18. Eine bikonvexe Glashnse, deren Flächen die gleiche Krüm- 
mung haben, hat einen Durchmesser von 9 cm und in der Mitte eine 
Dicke von 10 mm. a) Wie grofs ist der Halbmesser der Flächen? 
und b) wie schwer ist die Linse, wenn das - spezifische Gewicht des 
Glases 2,6 ist? 

19. Ein Sch'älchen, dessen Hohlraum die Gestalt eines Kugel- 
abschnittes hat und 12 mm tief ist, läfst sich mit 98 g Quecksilber 
(spez. Gew. = 13,6) füllen. Wie grofs ist dessen Oberfläche? 

30. Welchen Inhalt hat ein Abschnitt einer Kugel, wenn jener die 
Oberfläche a^ (= 42 qcm) und diese die Oberfläche b^ (= 0,7 qdm) hat? 

21. Eine Kngel mit dem Halbmesser r liegt in einem mit der 
Spitze nach unten gerichteten Kegel, dessen Axenschnittwinkel 2« ist. 
Wie grofs ist der Hohlraum zwischen Kugel und Kegel? 

22. Wie grofs ist daa spez. Gewicht des Ahomholzes, wenn eine 
Kugel aus diesem Holze von 10 cm Durchmesser so' auf Wasser 
schwimmt, dafs die Hohe des herausragenden Teiles 4 cm beträgt? 

23. Eine Kugelschale von 6 cm Höhe und 20 cm äufserem 
Durchmesser am obem Rand wiegt 55,6 g. Wie viele Gramm kann 
man höchstens in sie hineinlegen, damit sie noch mit dem Rande am 
Wasserspiegel schwimmt? 

24. a) Wie viele Gramm wiegt eine eiserne, halb kugelförmige 
Schale, deren aüfserer Halbmesser 5 cm und deren Wandstärke 
0,1 cm beträgt, wenn das spez. Gewicht des Eisens 7,25 ist? b) Wie 
viele Gramm mufs man in diese Schale legen, damit sie auf dem 
Wasser schwimmend noch 1 cm hoch herausragt? (Das Gewicht 
der Luft bleibt unberücksichtigt.) 

25. Zu dem Abschnitt der Kugel, deren Halbmesser = r ist, 
gehöre der Mittelpunktswinkel 2 a; es ist zu berechnen und in Form 
eines Produktes anzugeben, um wieviel a) die Fläche der Haube den 
Mantel, b) der Inhalt des Abschnittes den Inhalt des eingeschriebenen 
geraden Kegels übertrifft. 

26. Man soll den Inhalt eines Kugelausschnittes bestimmen, von ^^^ 
welchem gegeben ist: a) der Halbmesser p des begrenzenden Kreises 
und dessen Abstand \ vom Mittelpunkt; b) der Mittelpunkt swinkel 
2k und die Fläche f der zugehörigen Haube; c) der Kugelhalbmesser 

r und die Fläche f seines Axenschnittes. 
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174 Aufgaben mm Inhalt der Kugel und Kugplteile. XL 

[§ 25.] 27. Ein Kreisaussclinifct, dessen Kugelhalbmesaer r und Mitfcel- 

punktswinkel 60" ist, drehe sich zuerst um die Winkelhalbierende 
und dann auch nm einen seiner begrenzenden Halbmesser. Wie groCs 
sind die entstehenden Ausschnitte? und ihr Verhältnis? 

28. Wie grofs ist die Höhe eines Kugelabschnittes, der halb 
so grofs ist als der Kugelausschnitt, zu dem er gehört? (Der 
Kugelhalhmeaeer sei = r.) 

29. Der Inhalt einer Kugel ist K, der eines Ausschnittes S. 
Wie grofs ist der Mittelpnnktswinkel des Ausschnittes? S = -^ K. 

30. Wie grofs ist der Mittelpunkt swinkel eines Kugelausschnittes, 
dessen Abschnitt ebenso grofs ist wie sein kegelförmiger Teil? 

31. Die Höhe einer Kugelhaube sei h, der Halbmesser ihres 
Begrenzungskreiaes 2h. Es ist nachzuweisen: a) die Haube ist fünf- 
mal so grofs als die Oberfläche einer Kugel, deren Durehmesser = h 
ist; b) der Inhalt des Abschnittes ist ISmal so grofs als der dieser 
Kugel; c) der Inhalt des zugehörigen Ausschnittes ist 25mal so 
grofs, als der derselben Kugel; d) der kegelförmige Mantel des Aub- 
achnittes ist gleich der Haube; e) die abgerollte Mantelfläche bildet 
einen Kreisansschnitt, dessen Mittelpunkts winkel = 3|Ji ist. 

33. Eine Kugel soll kegelförmig ausgebohrt werden, so dafs die 
Ase des Kegels durch den Mittelpunkt geht, seine Spitze in die 
Oberfläche der Kugel fällt imd der übrig bleibende Kugelteil die 
Hälfte des Kngelinhaltes ist. Es soll durch Rechnung und dann 
durch Zeichnung die Höhe des übrig bleibenden Kugclteüs bestimmt 
werden, wenn der Kugelhalbmesser r gegeben ist. 

33. Wie grofs ist der Körperinhalt eines zu dem Kugelzweieek 
mit dem Winkel k und dem Halbmesser r gehörigen Kugelteiles? 

34. Wie grofs ist der Körper, der aus einer Kugel mit dem 
Halbmesser r von drei durch den Mittelpunkt gelegten Ebenen aus- 
geschnitten wird, wenn die Ebenen die Winkel «, ß, y bilden? (Be- 
nütze S. 57, 4.) 

35. Aus den Ecken eines regehnäfsigen Tetraeders mit der Seite s 
werden Kugeln mit dem Durchmesser s beschrieben. Wieviel übertrifft 
der Inhalt des Tetraeders den der in ihm liegenden KugelteÜe? 

Boi"ioht'. ^^- Welchen Körperinhalt hat eine Kugelschicht, von welcher 

der Kugelhalbmesser r und die Halbmesser q^ und p^ der beiden 
Grundflächen bekannt sind? — Beispiel: r = 1,2; p^^0,8; pä^0,6. 
all. In einem gleichsch enkeligen Trapez seien die paraUelen 
Seiten 2a und 2h (a > b), die schiefe Seite sei o und ein spitzer 
Winkel aei d. Nun drehe sich die Figur und ihr umgeschriebener 
Kreia um die Mittelsenkrechte zu den Parallelseiten. Wie grofs 
ist die entstehende Kugelschichfc, falls gegeben sind: a) a, (>, c; 
b) a, c, d; c) b, c, S; d) 2a ~ 2b = d und S. 
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Xn. Aufgaben aar Abbildung geradliniger Figuren. 175 

38. Eine Kugel werde kegelförmig ausgebohrt, so dafs die Aie [§ 25.] 
des Kegels dm'ch den Kugelmittelptinkt geht; der entstehende ring- 
artige Körper habe die Höhe h und Begrenzungskreise, deren Halb- 
messer ^^ und Pj sind. Wie grofs ist der Inhalt dieses Körpers? 

39. Wie grofs ist der Inhalt dieses Ringes, wenn nur die 
Seitenstrecke s des herausgehobenen Kegelstumpfes und ihr Winkel a 
mit der Höhe gegeben ist? 

40. Der Inhalt einer Kugelsehicht ist gleich dem Inhalte eines 
Cylinders von der gleichen Höhe h und dem mittleren Halbmesser p 
der Schicht, weniger der Halbkugel, deren Durchmesser gleich der 
Höhe h ist, (Andeutung: q^^ -\- q^^^ 2q^ —-j 

41. Wird eine Kugel cylindrisch ausgebohrt, so dafs die Axe 
des Cylinders durch den Kugelmittelpunkt geht, so bleibt ein Ring 
übrig, dessen Inhalt gleich dem einer Kugel ist, 'deren Dm'chmeaser 
der Hohe des Ringes gleich kommt. — Solche Ringe aus ver- 
schiedenen Kugeln, aber mit gleicher Höhe sind CaTalierische Körper. 

42. Zu einer Hohlkugeis ehicht ist Gay alier is eher Körper ein 
Hohleylinder von gleicher Höbe und mit den beiden Halbmessern 
der Kugelfläehen. 

43. Man leite nach Nr. 42 die Formel für einen Kugelabschnitt 
ab als Unterschied einer halben Hohlkngel, deren Halbmesser r und 
(r — h) sind, und der Hohlkugelschicht in ihr von der Höhe (r — Ä). 

44. Ebenso die Formel der Kugelschicht als Summe einer 
Hohlkugelschicht, deren iimere Fläche die obere Bndfläche berührt, 
und des Kugelabschnittes innerhalb dieser Fläche. 



XU. 

Aufgaben zur Abbildung geradliniger Figuren. 

1. Unter welcher Bedingung können die Punkte einer Geraden § 29. 
ala Bilder aller Punkte einer Ebene betrachtet werden? 

2. Unter welcher Bedingung werden die Ebenen eines Ebeneu- 
büachels als Strahlenbüschel abgebildet? 

3. Zwei parallele Gerade ergeben in einem Ebenenbüchel ähnlich 
liegende Punkfcreihen. 

4. Zwei parallele Ebenen ergeben in einem Ebenenbttschel gleiche 
und gleichgerichtete Strahlenbüschel. 

5. Die Sclmittpunkte zweier Strahlen eines Punktes mit einem 
Ebenenbüachel bilden zwei Perspektive Punktreihen, die j 
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176 Aufgaben zur AbbiUung geTadliaiger Figuren. XII. 

[§ 29.] bestrahlt liegen vom Sehnittpiiitlct der Ebene beider Geraden mit 
dem Träger des Ebenenbiiachels als Strahlpunkt, 

6. Die Schnittgeraden zweier Ebenen mit einem Ebenenbüsebel 
bilden zwei gegenseitig besti-ahlte Strahlenbüscbel, deren Axe die 
Schnittgerade ersterer Ebenen ist. 

7. Irgend zwei gegenseitig bestrahlte Strahlenbüschel gehören 
einem Ebenenbüsebel an, dessen Äse die Verbindungsgerade der 
beiden Scheitel ist. 

8. In einem Ebenenbüschel ergeben die Schnittpunkte irgend 
welcher Geraden gegenseitig bestrahlte Gebilde; eben solche ei^eben 
die Schnittgeraden irgend welcher Ebenen. 

§ Si. 9. Der Strahlpunkt S, die Pluchtgerade /' und ein Punkt P mit 

seinem Bild P^ sind gegeben; gesucht die Äxe. 

10. Der Strahlpunkt S und die beiden Fluchtgeraden f und V-^ 
sind gegeben; es soll zu einer Geraden g (oder zu einem Punkt P) 
das Bild gefunden werden. 

11. Die Axe a, die Fluehtgerade f, ein Punkt P und sein 
Bild Pj sind gegeben; gesucht der Sfcrahlpunkt. 

12. Zwei Geraden g und h und ihre Bilder g^ und h^ sind ge- 
geben samt dem Fluchtpunkt F auf g; gesucht der Strablpunkt. 

% 33. 13. Ein gegebenes vollständiges Vierseit soll einmal so ab- 

gebildet werden, dafs eine äufsere Nebenseite Fluchtgerade wird, und 
dann so, dafs dies eine innere Nebenseite ist. Es ist aufzusuchen 
und in beiden Fällen zu vergleichen, a) für welche Punkte der 
Strahlpunkt die Strecke von Vorlage- und Bildpunkt aufsen und 
b) für welche er sie innen teilt, und c) welche Strecken auf den 
Geraden einander als Vorlage und Bild entsprechen. 

14. Die verschiedenen Beweis verfahren sollen zusammengestellt 
werden, durch welche die Sätze § 29, 4 u. 4' (S. 75/76) für Figuren 
einer einzigen Ebene begründet werden a) mit Hilfe von Strecken- 
verhältnissen (II § 22); b) mit einer Abbildung, in der eine Gerade 
Fluchtgerade ist; c) .mit Hilfe der Auffassung der Figur als Grenz- 
lage bestrahlter Figuren zweier Ebenen (S, 79, s). 

15. Die folgenden Sätze sind auf verschiedene Arten zu beweisen: 
a) Verbindet man einen Punkt b) Schneidet eine Gerade p 

P mit den Ecken eines Dreiecks die Seiton eines Dreiseits a, h, c, 
ASC, so schneiden diese Geraden so bilden die Verbmdunga- 
die Seiten des Dreiecks in drei geraden der Schnittpunkte mit 
Punkten A^B^C^ eines Dreiecks, den Eikeu em zweites Dreiaeit, 
dessen Seiten die Gegenseiten des dessen Ei^ken mit denen des er-- 
gegebenen Dreiecks in drei Punkten Isttien auf drei Stiablen eines 
einer Geraden schneiden. [Punktes liegen 
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Aufgaben znr Abbildung geradliniger Piguren. 
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16. a) Von einem Sechseck, 
dessen Ecken 1, 3, 5 auf einer 
Geraden liegen, und 2, 4, 6 auf 
einer zweiten Geraden^ schneiden 
einander die Seiten 12 und 45, 



drei 



23 und 56, 34 und 61 
Punkten einer Gferaden. 
17. Die Aufgaben 
schliefsen sich hier an. 

18. In einem Tollständigen Vier- 
eck ABCD seien auf einem be- 
liebigen Strahl der Nebenecke E 
der Seiten AH und CD zwei be- 
liebige Punkte G und H ange- 
nommen, von denen der erstere 
mit den Ecken A und D durch 
die Geraden a^, d^, der letztere mit 
den Ecken B und C durch \j q 
verbunden werde. Es ist zu be- 
weisen, dafs die Schnittpunkte fljft, 
und c^ d^ auf einem Strahl der Neben- 
eeke von AB und BG liegen. 

(Mittels § 29, 4. Oder dadurch, 
dafs man zunächst den Strahl .EiTG 
aufserhalb der Ebene des Vierecks 
annimmt, und § 2, 1 benützt.) 

IS. Bewegen sich zwei veränder- 
liche Dreiecke so, dafs die Ecken 
in drei festen Strahlen eines Punktes 
hingleiten und zwei Seiten sich 
nm zwei feste Punkte drehen, ao 
dreht sich auch die dritte Seite 
um einen festen Punkt der Ver- 
bindungsgeradea der beiden andern 
festen Punkte. 



b) Von einem Sechsseit, des- [§ 3 
sen Seiten 1, 3, 5 durch einen 
Punkt gehen, und 2, 4, 6 durch 
einen zweiten Punkt, gehen die 
Verbindungsgeraden der Schnitt- 
punkte 12 und 45, 23 und 56, 
34 und 61 durch einen Punkt. 
II. Teiles IX, 9 — 15 und X, 10-17 



18'. In einem vollständigen Vier- 
seit o,hcd seien durch einen be- 
liebigen Punkt der Nebenseite e 
der Ecken ah und cd zwei belie- 
bige Gerade g und Ji gezogen, von 
denen die erstere die Seiten a und d 
in den Punkten A^, Dy, die letztere 
die Seiten 6 und c in J9^, Cj schneiden 
möge. Es ist zu beweisen, dafs 
die Verbmdungsgeraden A^B^^ und 
GyBy einander m einem Punkt der 
Nebenseite der Euken ad und hc 
schneiden 

(Mittels § 29, 4'. Oder dadurch^ 
dafs man zunächst annimmt, ab 
und cd seien zwei verschiedene 
Ebenen und § 2, i benützt.) 

19'. Bewegen sich zwei veränder- 
liche Dreiseite ao, dafs die Seiten 
sich um drei feste Punkte einer 
Geraden drehen und zwei Ecken 
auf zwei festen Geraden hingleiten, 
so gleitet auch die dritte Ecke auf 
einem festen Strahl des Schnitt- 
punktes der beiden andern festen 
Geraden hin. 



Aus diesen beiden Sätzen soll gefolgert werden; 



a) Wenn zwei Punktreihen mit 
einer dritten bestrahlt liegen, ao 
liegen sie untereinander ebenso, 
und die drei Strahlpunkte liegen 
auf einer Geraden. 

b) Bewegen sich die Ecken eines 
veränderlichen «-ecks in n festen 
Geraden , die durch einen Punkt 



a') Wenn zwei Strahlenbüschel 
mit einem dritten bestrahlt liegen, 
ao liegen sie untereinander ebenso, 
und die drei Axen gehen durch 
einen Punkt. 

b') Drehen sich die Seiten eines 
veränderlichen w-seits um « feste 
Punkte, die in einer Geraden liegen, 
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178 Aufgaben zur Abbildung des Kreises als Kreis. 



[§32.] geben, uad drehen sich (« — 1) 
seiner Seiten um ebeneoviele feste 
Punkte, so drehen sieh auch 



binduugsgeraden der Ecken um 
andere feste Punkte. 



und bewegen sich (n — 1) seiner 
Ecken in ebensoviel festen Ge- 
raden, so gleiten auch die übrigen 
1 g ~" Schnittpunkte der 
Seiten in andern festen Geraden hin. 



xin. 

Aufgaben zur Abbildung des Kreises als Kreis. 

{Die folgeaden Aufgaben gelten auch für Kegelschnitte,) 
1. Zu einem gegebenen Kreis (Kegelschnitt) und einem ge- 
gebenen Punkt ist mit dem Lineal allein die Polare zu zeichnen. 

3. Zu einem gegebenen Kreis (Kegelschnitt) und einer gegebenen 
Geraden ist mit dem Luieal allein der Pol zu bestimmen. 

3. Der Satz: „In einem berührenden Dreiseit schneiden euiander 
die Geraden von den Ecken nach den Berührungspunkten in einem 
Punkt" ist zu beweisen: a) durch die Umkehrung des Satzes von Ceva 
(n, § 15, s); b) durch Ableitung aus dem Satz von Brianchon; c) durch 
die Abbildung der Figur, so dafs a^) ein Berührungspimkt oder 
b^) zwei Berührungspunkte in unendliche Entfernung fallen. 

4. Wie der vorhergehende Satz ist zu beweisen: Die Seiten 
eines Sehnendreiecks gehen mit den jeweiligen Gegenseiten des zu- 
gehörigen Berührungsdreiseits drei Schnittpunkte auf einer Geraden. 

5. In einem vollständigen Vierseit aus zwei Kreis berührenden 
und aus den beiden Verbindungs geraden ihrer Berührungspunkte mit 
einem Punkt des Kreises geht die Berührende des letzteren Punktes 
durch den äufsem Schnittpunkt zweier NeLenseiten. 

6. Verbindet man zwei Punkte des Kreises mit den beiden 
Berührungspunkten zweier Berührenden und verlängert diese vier 
Verbindtmgsgeraden bis zu ihren beiden weiteren Schnittpunkten, so 
liegen ■ letztöre auf einer Geraden mit dem Schnittpunkt der Berüh- 
renden. Es soll dies bewiesen werden a) mittels einer einfacheren Ab- 
bildung, b) mittels der Sätze über ein- und umbesehriebene Vierecke 
oder Sfichsecke. 

- 7. ,. Verbindet man die Berührungspunkte zweier Berührenden 
mit je einem weitem Punkt des Kreises, so liegen die weitem Schnitt- 
punkte dieser beiden Verbindungs geraden und der Berührenden auf 
einer Geraden mit dem Schnittpunkt der Berührungs sehne und der 
Geraden der beiden weitem Punkte. Beweis wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe. 
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TCTV. Aufg. Über Punkte, berühreade u. schneidende Gerade d. Kegelschnitte. 179 

8. Wenn bei einem Sehnenyiereck zwei Gegenseiten auf der [§ 34.] 
BerühruHgsselme zweier Berührenden (oder auf deren Verlängerung) 

eine Nebenecke bilden, so beatimmen zwei weitere Gfegenseiten mit 
den beiden Beriilirenden ein Vierseit, bei dem zwei Nebenseiten ein- 
ander in jener Nebenecke sctineiden. 

9. Wenn ein Yieraeit gebildet wird aus zwei Berührenden und 
zwei Schneidenden eines Kreises, die sieh auf der Berührungssehne 
der ereteren (oder auf deren Verengerung) schneiden, so bestimmen 
die nicht durch diesen Schnittpunkt gehenden Nebenseiten, wenn sie 
den Kreis treffen, ein Sehnen vier eck, von dem eine Nebeneeke in 
jenem Schnittpunkt liegt. 



Aufgaben über Punkte, berührende und schneidende 
Gerade der Kegelschnitte. 

1. Ein Kreis mit dem Halbmesser von 1,5 cm ist so abzubilden, § 3S, 
dafs die Ase den Abstand MK ^ 2 cm vom Mittelpunkt M hat und 

die Fluchtgerade FB den Abstand MF = 3 em. Der Strahlpunkt S 
liegt so, dafs -^ SFB = 46" und SF = 2 cm. (Erstreckung des 
Bildes von M aus in Richtung MK beiderseits 5 cm, senkrecht daau 
beiderseits gegen 9 cm.) a) Es ist das Bild von KF zu bestimmen; 
b) von einem Punkt V der Eluchtgeraden ( FF = 2 cm, S Fi'' = ^^'-j^") 
sind die beiden Berührenden an dem Kreis und deren Berührungs- 
sehne abzubilden. Welche Bedeutung hat der Schnittpunkt dieser 
Berührungssehne mit KF und dessen Bild 0^? c) Die Berührenden 
an den Schnittpunkten von VO sind abzubilden. Welche Lage haben 
die Bilder in Bezug auf das Bild von VO und das Bild jener Be- 
rührungssehne? d) Von einer behebigen Schneidenden durch F ist 
die Sehne abzubilden. Welche Beziehung hat das Bild zum Bild 
derselben Berührungssehne? e) Zu den Grenzpunkten der Sehne sind 
die gegengesetzten Punkte der Ellipse zu zeichnen. 

2. Ein Kreis mit dem Halbmesser r ist so abzubilden, dafs der 
Strahlpunkt auf dem Umfang des Kreises liegt, die Axe den Kreis in 
diesem Punkt berührt und dafs der Abstand der Fluchtgeraden von der 

Axe a) =3r; b) ^^Sr; c) = y»" wird. 

3. Ein Kreis ist so abzubilden, dafs sein Mittelpunkt Strahl- 
punkt, ein Durchmesser Axe und eine paraUele Berührende Flucht- 
gerade wird. Es ist nachzuweisen: a) der Kegelschnitt halbiert den 
zur Axe senkrechten Halbmesser; b) die zweite Flucbtgerade berührt 
den Kreis ebenfalls; c) jeder Punkt des Kegelschnittes ist vom Strahl- 
punkt und dieser Fluehtgeraden gleicbweit entfernt; d) eine Beruh- 
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180 Aufg. über Punkte, berührende u. schneidende Gerade d. Kegelschnitte, XIV. 

[g 35.] rende halbiert den Winkel zwischen dem Halbmesser des Berübnmgs- 
punktes und der Senkrechten zu dieser Fluehtgeraden. 

4. Das Bild eines Kreises und des nmbesehri ebenen Quadrates, 
von dem ein Seitenpaar parallel der Bildase ist, sei eine Ellipse und 
ein Trapez, dessen paraüele Seiten in der Mitte berührt werden. Die 
Berührungspunkte der nicht parallelen Seiten liegen auf der durch 
den Schnittpunkt der Eekenlinie gehenden Parallelen zu den parallelen 
Seiten. Trägt man je ^ der parallelen Seiten von den Ecken her auf 
diese Seiten ab, und verbindet die benachbarten Teilpunkte, so geben 
die Yerbinduugsgeraden dort, wo sie die Verbinduagsgeraden der 
Ecken mit den Berührungspunkten der nicht parallelen Seiten 
schneiden, vier weitere Punkte der Ellipse. (Nachweis des Verhält- 
nisses 1 : 5 an der Vorlage.) 
g 3S- 6. Zwei beliebige (nicht zugeordnete) Durchmesser eines Kegel- 

schnittes bestimmen durch ihre Örenzpimkte und deren Berührenden 
ein ein- und ein umbeschriebenes Parallelogramm. Die Eckenlinien 
des letzteren sind zugeordnete Durchmesser und zwar zugeordnet zu 
den Seiten des Sehnenparallelogramms; sie bilden mit den Ecken- 
linien des letzteren einen harmonischen Strahlenbusch el. 

6. Zieht man in den Grenzpunkten eines Durchmessers imd in 
einem Grenzpunkt einer zugeordneten Sehne Berührende und verbindet 
deren Schnittpunkte kreuzweis mit den Grenzpunkten des Durchmessers, 
so fäUt der Schnittpunkt dieser Verbindungsgeraden in die Mitte der 
Hälfte jener Sehne. 

7. Zwei beliebige Berührende bestimmen mit zwei parallelen 
Berührenden ein Vierseit, von welchem der Schnittpunkt zweier Neben- 
seiten auf denjenigen Durchmesser fällt, der den beiden Berührenden 
zugeordnet ist. 

8. Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile 
zu teilen, die durch Gerade und Kreis allein nicht lösbar ist, wird 
auf folgende Weise mittels einer Hyperbel gelöst, deren Asymptoten 
seuki-echt zu einander sind. Man trägt den Winkel so an, dafs er 
mit dem Asjmptotenwinkel den Scheitel und einen Schenkel gemein- 
sam hat; vom Schnittpunkt des andern Schenkels mit der Hyperbel 
trägt man den doppelten Scheitelabstand dieses Punktes als Sehne in 
die Hyperbel ein. Die Gerade vom Seheitel zur Mitte dieser Sehne 
teilt den Winkel im Verhältnis 1 : 2. Die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung ist nachzuweisen. (Man beachte, dafs die Sehnenmitte von 
den Schnittpimkten der Sehne imd Asymptoten ebensoweit entfernt 
ist, als vom Scheitel.) 

§ 37. 9. Von einem Kegelschnitt sind zwei parallele Berührende und 

deren Berührungspunkte gegeben, aufserdera a) ein Punkt oder b) eine 
Berührende. Es sollen noch weitere Punkte oder Berührende ge- 
zeichnet werden. 
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10. In ein gleichschenkeliges Trapez soll eine Ellipse ge- [ 
zeichnet werden, welelie dessen vier Seiten berührt und zwar eine 
der parallelen in der Mitte. Es sind die andern Berührungspnnkte 
zu hestimmen und noch ein beliebiger weiterer Punkt oder eine 
weitere Berührende. 

11. Von einer Ellipse sind drei Berührende und die Punkte auf 
zweien derselben gegeben, a) wenn diese sieh schneiden, b) wenn sie 
parallel sind. Es soll die zur dritten Berührenden parallele Berüh- 
rende gezeichnet und (im Falle a) der Mittelpunkt der Ellipse be- 
stimmt werden. {Im Falle b liegt der Brianchonsehe Punkt in unend- 
licher Entfernung oder im Mittelpunkt.) 

12. Von einem Kegelschnitt sind vier Berührende und ein Punkt 
der (unbekannten) Berühruugssehne von zweien derselben gegeben. 
Die Berührungspunkte sind zu bestimmen (S. 88, a). 

13. Von einem Kegelschnitt sind vier Pimkte imd eine Gerade 
durch den (unbekannten) Schnittpunkt der Berührenden zweier dieser 
Punkte gegeben. Diese Berührenden sind zu zeichnen (S. 88, 2). 

14. Von einem Kegelschnitt ist ein Berührungsvierseit und ein 
Schnittpunkt einer Nebenseite desselben mit dem Kegelschnitt ge- 
geben. Es ist die Berührende dieses Punktes zu bestimmen; ferner 
die Berührungspunkte des Berührungsvierseits, 

15. Von einem Kegelschnitt ist ein Sehnenviereck und eine Be- 
rührende durch eine Nebenecke desselben gegeben. Man soll den 
Berührungspunkt dieser Berührenden bestimmen; ferner die Berüh- 
renden in den Ecken des Sehnenvierecke. 

16. Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten und ein 
Punkt (eine Berührende) gegeben. Nach dem Satz von Pascal 
(Brianchon) soll ein weiterer Punkt (eine Berührende) gefunden und 
aus der Zeichnung der Satz § 36, 6 c (d) S. 97 abgeleitet werden. 

17. Von einer Parabel sind weitere Punkte oder Berührende zu 
bestimmen, wenn die Durchmesserrichtung gegeben ist und aufserdem 
a) vier Punkte, b) drei Punkte und die Berührende in einem, c) zwei 
Pimkte und ihre Berührenden, d) vier Berührende, e) drei Berührende 
und auf einer ihr Berührungspunkt. 



18. Dreht man d: 
(S. 97, Fig. 99) um drei 
Ecken Q und IR auf zwei 



Seiten eines veränderlichen Dreiseits QIi6 
feste Punkte P, 1, 5, während zwei seiner 
i festen Geraden 33 und 34 hingleiten, so be- 
schreibt die dritte Ecke ß einen Kegelschnitt, der durch die Punkte 
13345 geht. 

19. Was wird aus dem Kegelschnitt des vorhergehenden Satzes, 
wenn die drei Drehpunkte auf einer Geraden hegen? 

20. Gleiten die drei Ecken eines veränderliehen Dreiecks q, r, VI 
(S. 97, Pig. 100)- auf den Geraden p, I, V hin, während zwei seiner 
Seiten q und r sich um zwei feste Punkte Q und R drehen, so be- 
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[§ 37.] sclireibt die dritte Seite VI berührend einen Kegelschnitt, der von 
QR, I, V berührt wird (ebenso von QP und KP^. 

31. Wird ein Sehnenviereek im Kegelschnitt so bewegt, dafs es 
Sehnenviereek bleibt und dafa drei aufeinanderfolgende Seiten stets 
durch drei bestimmte Punkte gehen, die auf einer Geraden liegen, so 
dreht sich auch die vierte Seite um einen Punkt dieser Geraden. 
(Wiederholte Anwendung des Satzes von Pascal oder für den Fall, 
dafs die Gerade der drei Punkte den Kegelschnitt nicht schneidet, 
durch Abbildung als Kreis, § 38, 2.) 

22. Zwei Kegelschnitte können einander höchstens in zwei 
Punkten berühren. 

23. Zwei Kegelschnitte, die einander in einem Punkt berühren, 
können einander höchstens in zwei weitem Punkten schneiden. 



XV. 

Aufgaben über Bestrahlung der Kegelschnitte in einer Ebene. 

1. In Bezug auf einen Punkt als Strahlpunkt und seine Polare als 
Bildaxe ist ein Kegelschnitt sein eigenes bestrahltes Büd der Art, dafs 
die Schnittpunkte eines Strahles einander wechselseitig entsprechen. — - 
Was folgt hieraus in Bezug auf die Berührendeu iu zwei wechsel- 
seitig entsprechenden Punkten? — Welche Teile entsprechen einander, 
wenn der Strahlpunkt a) Mittelpunkt ist, b) in gegebener Riehtimg 
in unendliche Entfernung fäUt? — Welche Sätze des § 36 lassen sich 
hieraus ableiten? 

8. Zwei Kegelschnitte, die sich in zwei Punkten berühren, liegen 
bestrahlt von einem Berührungspunkt als Strahipunkt und zu der 
Berührenden im andern Punkt als Bildaxe. 

3. Zwei Kegelschnitte einer Ebene, die sich in einem Punkt 
berühren, liegen bestrahlt von diesem Punkt als Strahlpunkt. — Wie 
findet man die Bildaxe, wenn beide Kegelschnitte sich a) in zwei 
Punkten schneiden, oder b) nur in einem Punkt, oder c) gar nicht 
schneiden? 

4. Alle Parabeln sind einander ähnlich; sie liegen ähnlich, 
wenn sie einander in einem Punkt berühren und ihre Durchmesser 
parallel sind. 

5. Wird ein Winkel, dessen Scheitel auf einem Kegelschnitt 
liegt, um diesen Seheitel gedreht, ohne seine Grölse zu ändern, so 
bestimmen die Schnittpunkte seiner Schenkel mit dem Kegelschnitt 
eine Sehne, die berührend einen zweiten Kegelschnitt beschreibt. 
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r riPi 
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(Maa nehme holIi cmea den Kegel^ichmtt im feehtitel les \^ mkels [§ S8.] 
berülirendeii Krei^ als bestiihlte Figm zu Hiltp") 

6. Zeichnet man zu den Gienzpunfcten eines Durthmesseis \md 
zu den Grenzpnnkten leder augeoidneten 'sehne je em Sehnenviereck 
so ist der Ort aller mruerti Neheneüken em zweiter Kegelschnitt 
der den ersteren an den Gnenipimkten des Duiehme«seis berührt 
(Ein Grenzpunkt ist Strililpunkt d e Beiuhiende m andern Bilddxe ) 

7. Von einem Kej,plschnitt smd ireiteie "Stucke zu zeichnen, 
wenn von ihm gegeben s nd 



a) drei Punkte und irgend ; 
Berührende (mittels eines Kreises, 
der beide Geraden berührt und von < 
den Strahlen ihres Schnittpunktes : 
nach den drei Punkten geschnitten i 
TOd); 

b) vier Punkte und eine Be- 
rührende. (Zeichnet man das Vier- 
eck der vier Punkte und bestimmt . 
den Schnittpunkt der Berührenden ; 
mit der Verbindungsgeraden der . 
äufseren Nebenecken, so erhält man ; 
die zweite Berührende dieses Punk- 
tes als harmonischen Strahl mit i 
der ersten Berührenden und der ] 
Verbindungsgeraden der Keben- 
ecken, §33, 6 a.) 

8. Wenn in einem Kegelschnitt ein Dreieck '. 
dafs seine Ecken stets auf dem Kegelschnitt bleiben, während zwei 
seiner Seiten sieh um zwei feste Punkte drehen, so beschreibt die 
dritte Seite berührend einen zweiten Kegelschnitt, der von ersterem 
bestrahlt ist in Bezug auf die Verbindungsgerade der beiden Punkte 
als Bildaxe und deren Pol als Strahlpunkt. 



a') drei Berührende und irgend 
zwei Punkte (mittels eines Kreises, 
der durch beide Punkte geht, wäh- 
rend die Gerade durch diese Punkte 
aufserhalb der Kreisfläche von den 
Berührenden geschnitten wird); 

b') vier Berührende und ein 
Punkt. (Von dem Vierseit der vier 
Berührenden wird der innere Schnitt- 
punkt der Neben Seiten mit dem 
Punkt verbunden; man erhält den 
zweiten Schnittpunkt dieser Ge- 
raden als harmonischen Punkt mit 
dem ersten Punkt und den Schnitt- 
unkten der Nebenseiten, § 33, 4a.) 



wird, I 



9. Wenn ein Punkt auf einem 
Kegelschnitt hingleitet, während . 
er mit zwei festen Punkten des- 
selben durch zwei Gerade ver- < 
bunden ist, so beschreibt die Ver- 
bindungsgerade der Punkte, in 
■welchen diese beiden Geraden die . 
Berührenden der festen Punkte i 
schneiden, berührend 

einen zweiten Kegelschnitt, der ein bestrahltes Bild des ersteren ist 
mit dem Schnittpunkt der genaimten Berührenden als Strahlpunkt 
und mit dessen Berührungssehne als Axe, 



9'. Wenn eine Gerade auf einem 
Kegelschnitt berührend hingleitet, 
während sie zwei feste Berührende 
in zwei Punkten schnei- 
det, so beschreibt der Schnittpimkt 
der Verbindungsgeraden dieser 
Punkte mit den Berührungspunkten 
der festen Berührenden 
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184 Aufgaban über Axen, Brennpunkte und Lei(geraden. XVI. 

! Die erzeugende Verbindungs- 1 Der erzeugende Sclmittpunkt ist 
gerade ist stets das Bild der Be- stets das Bild des Berühmngs- 
rührenden des gleitenden Punktes. | punktes der gleitenden Berühr enden. 
(Bildet mau die Figur so ab, dafa beide feste Punkte in unendliclie 
Entfernung fallen, so ergeben sich ähnlieh hegende Hyperbeln.) 



XVI. 

Aufgaben über Äsen, Brennpunkte und Leitgeraden. 

B. 1. Die Strecke zwischen den Brennpunkten eines Kegelschnittes 

wird durch die Berührende eines Punktes und deren Senkrechte von 
diesem Punkt aus harmonisch geteilt {im Veriwiltnis der Fahrstrahlen). 

2. In einer Parabel ist der Schnittpunkt der Ase mit der Be- 
rührenden eines Punktes (und ihrer Senkrechten in diesem Punkt) 
ebensoweit von dem Brennpunkt entfernt, als der Punkt selbst. 

3. Beschreibt man um einen Brennpunkt einer Elhpse einen 
Kreis mit der grofsen Axe 2a als Halbmesser, so erhält man die Be- 
rührende eines Punktes auf einem Halbmesser dieses Kreises, indem 
man den Abstand seines Endpunktes von dem andern Brennpunkt 
senkrecht halbiert. 

4. Der Ort der Mittelpunkte der Kreise, die durch einen Punkt 
gehen und eine Gerade berühren, ist die Parabel, deren Brennpunkt 
der gegebene Punkt und deren Leitgerade die gegebene Gferade ist. 
(Vgl. Teil I § 34, s.) 

5. Der Ort der Mittelpunkte der Kreise, die durch einen Punkt 
gehen und einen Kreis berühren, ist ein Kegelschnitt, dessen Brenn- 
punkte der gegebene Punkt und der Kreismittelpunkt sind und 
dessen Hauptaxe der Halbmesser des gegebenen Kreises ist. Bei 
welcher Lage des Punktes und Kreises ist der Kegelschnitt eine 
Ellipse, eine Hyperbel? Wie unterscheiden sich im Fall der Hyperbel 
die beiden Hyperbeiäste in Bezug auf die Art der Berührung? Wie 
erhält man die Asymptoten? 

6. Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die eine 
Gerade und einen Kreis berühren, femer der Kreise, welche zwei 
Kreise berühren? — Unterscheidung zwischen der Lage der Ähnlich- 
keitspunkte innerhalb oder aufserhalb des Kreises, sowie zwischen 
gleichartiger und ungleichartiger Berührung durch den Kreis. 

'?. Von einer Elhpse seien S und S^ die Scheitel, F und F^ die 
Brennpunkte, der Mittelpunkt, T ein Punkt auf der EUipse, t die 
Berührende in diesem Punkt, T^ der zweite Schnittpunkt von FT 
mit der Ellipse, i^ die Berührende dieses Punktes, l die Leitgerade zu F. 
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Es ist gegeben: ) 


;s wird f 


a) FFJ; 


ts,. 


b) Fit und Aie — 2o; 


y,ss,. 


c) i?i?(; 


TSS,. 


d) 8SJ; 

e) SS,-F 11. FahrstahlricMg (rT,); 

f) TT,«,; 


FF^T. 

TT,. 

FF,. 


g) SÄiJ^ imd Gerade ^; 


'IJ. 


i) FIl; 




1) FTt und Asenriehtimg; 


i. 


m) ii-Sf; 


0, 


n) FSl; 


Timi 



1 Abstand r Yon .F. 

8. Von einer Parabel ist ein Brennpiuikt, ein Punkt und seine 
Beriihrende gegeben; gesucbt die Richtiuig der Axe, die Leitgerade 
und der Scheitel. 

9. Von einem Kegelscbnitt sind drei Punkte gegeben und ein § 
Brennpunkt. Es sollen die Axen bestimmt werden (mit Hilfe eines 
Kreises um den Brennpunkt). 

10. Dieselben Stücke sind zu bestimmen, wenn aufs er dem 
Brennpunkt drei Berührende gegeben sind. (Benutze Teil I, Auf- 
gabe XVI, 4r und SVn, 6,) 

11. Von einem Eegelschnitt ist ein Brennpunkt, die zugehörige 
Leitgerade und die Exceutricität gegeben. Es sollen die Schnitt- 
punkte des Kegelschnittes mit einer gegebenen Geraden bestimmt 
werden (siehe Teil II § 14, ad oder Teü III § 39, 7). 

12. Von einem Kegelscbnitt sind gegeben ein Brennpunkt, zwei 
Berührende und auf einer ihr Berührungspunkt; gesucht werden der 
Berührungspunkt auf der andern und die Scheitel. 

13. Von euiem Kegelschnitt sind gegeben ein Brennpunkt, eine 
Berührende und ihr Berührungspunkt, sowie ein weiterer Punkt; ge- 
sucht wird die Berührende des letztem und die Leitgerade. 

14. Von einem Kegelschnitt sind eiu Brennpunkt, zwei Punkte 
und eine Berührende gegeben. Es sollen die zugehörigen Berührenden 
und der Berührungspunkt bestimmt werden. (Als dritter abzubildender 
Punkt dient der Schnittpunkt der Geraden durch beide Punkte mit 
der Berührenden.) 

15. Von einem Kegelschnitt sind ein Brennpunkt, zwei Berüh- 
rende und eiu Punkt F gegeben, gesucht die Berührungspunkte der 
ersteren und die Berührende des letzteren. (Man bestimme den Pol 
des Strahls nach dem Schnittpunkt der Berührenden durch ein harmo- 
nisches Büschel dieses Punktes, und bestimme das Bild des Poles in 
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[§ 3Ö, 7,] unendliclier Entfernung; hierauf die Gerade zwischen Punkt und Pol 
und ihr Bild und deren Schnittpunkte mit einer Berührenden.) 

16. In einem Kegelschnitt wird einer der Winkel der Strahlen 
vom Brennpunkt nach den Grenzpunkten einer Sehne durch den 
Strahl nach dem Schnittpunkt der zugehörigen Berührenden halbiert. 
Der andere Winkel beider erstgenannten Strahlen wird durch den 
Strahl nach dem Schnittpunkt der Sehne mit der Polare des Brenu- 
punktea halbiert. Die Sehne selbst wird durch die Strahlen harmo- 
nisch geteilt im Verhältnis der Fahrstrahlen nach den Grenzpunkten 
der Sehne. (Man beweise mit Hilfe eines Kreises um den Brennpunkt,) 
ll. Der Schuittpiinkt zweier Berührenden ist von den vier 
Fahrstrahlen der Berührungspunkte gleichweit entfernt. 

18. Die Strahlen vom Schnittpunkt zweier Berührenden nach 
den beiden Brennpunkten bilden mit den benachbarten Berührenden 
oder mit der Halbierenden des Winkels der Berührenden gleiche Winkel. 

19. Gleitet eine Berührende an einem Kegelschnitt hin, während 
sie stets zwei feste Berührende schneidet, so erscheint ihre von den 
festen Berührenden begrenzte Strecke vom Brennpunkt aus unter 
unveränderlichem Winkel, so lange nicht ein Schnittpunkt in unend- 
liche Entfernung fällt; nach diesem Übergang tritt an die Stelle des 
Winkels sein Nebenwinkel, an Stelle des Halbstrahls dessen Gegen- 
strahl. Der Winkel ist hierbei stets gleich der Hälfte des (spitzen 
oder stumpfen) Winkels der Halbstrahlen vom Brennpunkt nach den 
Berührungspunkten der festen Berührenden. 

20. Bei der Parabel ergänzt der Winkel der Strahlen vom 
Brennpunkt nach den Schnittpunkten der beweglichen mit zwei festen 
Berührenden den Winkel der letzte™ zu 2Jf. (Man benutze den 
Winkel der Fahretrahlen nach dem Schnittpunkte der festen Berüh- 
renden und der unendüeh fernen Berührenden.) 

21. Wie ist der Satz in 18 für die Parabel abzuändern? 

22. Beschreibt man um ein Berühruugsdreiseit einer Parabel 
einen Kreis, so geht dieser durch den Brennpunkt (20). 

25. Von allen Parabeln, welche von einem Dreieck eine Seite 
und die Verlängerungen der beiden andern berühren, liegen die Brenn- 
punkte auf dem umbeschriebenen Kreis (20). 

34. In einer Hyperbel liegen die Schnittpunkte einer Berüh- 
renden mit den Asymptoten auf einem Kreis mit den Brennpunkten. 

26. Wenn ein imTeränderlicher Winkel so bewegt wird, dafe 
ein Sehenkel stets durch einen bestimmten Punkt geht, während sein 
Scheitel auf der ursprünglichen Lage des andern Schenkels weiter 
gleitet, so beschreibt der zweite Schenkel berührend eine Parabel, 
von welcher der ursprünghche Scheitel ein Punkt ist und der Dreh- 
punkt des Schenkels der Brennpunkt. (Benütze den Satz in Aufg. 23 
zur Winkelbestimmung,) 
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26. Die Strahlen vom Erennpunkt nach den Schnittpunkten [§ 39, i.] 
einer beliebigen Berührenden mit den ScheitelberÜhrenden eines Kegel- 
schnittes sind zu einander senkrecht, 

37. Es wird in einen Kegelschnitt ein SehnenTiereek geaeichnet, 
YOn welchem eine Nebenecke in den Brennpunkt fällt; femer das zu- 
gehörige Berührungsvierseit. Es ist zu beweisen: a) die Nebenseiten 
des letzteren, welche durch den Brennpunkt gehen, stehen aufeinander 
senkreeht; b) dieselben halbieren die Winkel der durch den Brenn- 
punkt gehenden Seiten des SehneuTierecks; c) ebenso die Winkel der 
Strahlen TOm Brennpunkt nach den andern Schnittpunkten der Keben- 
seiten des Berührm^sYierseits. 

38. In einer Ellipse ist die halbe Summe der beiden Winkel, 
unter welchen eine Sehne von beiden Brennpunkten aus gesehen 
wird, gleich dem Nebenwinkel des B er ahrungs winkeis. 

29. In einer Ellipse ist die Summe der beiden Winkel der 
Strahlen von den Brennpunkten nach den Schnittpiuikten einer be- 
weglichen mit zwei festen Berührenden unveränderlich, nämlich gleich 
dem Nebenwinkel des Winkels der letztern. 

30. Bei der Hyperbel ist in beiden vorangehenden Sätzen Unter- 
schied der Winkel statt Summe zu setzen. Wie ist es bei der Parabel, 
wie beim Kreis? 

31. Welche Sätze ergeben sich aus Satz 29, wenn die festen 
Berührenden zu einander parallel oder senkrecht sind? 

33. In einer Ellipse beträgt die Summe gewisser vier Winkel 
2R, nämlich der beiden Winkel, unter welchen von beiden Brenn- 
punkten aus ein Abschnitt der Berührenden, gemessen vom Berüh- 
rungspunkt bis zu einem beliebigen Punkt der Berührenden, gesehen 
wird, und der beiden Winkel, unter welchen von letzterm Punkt die 
beiden Fahrstrahlen des Berührungspunktes erscheinen. (Zum Beweis 
sind blos S. 107, 4 b und die Sätze von den Winkeln des Dreiecks zu 
benutzen.) 

33. Dreht man einen unveränderlichen Winkel um einen Brenn- 
punkt eines Kegelschnittes ala Scheitel, so beschreibt der Schnittpunkt 
der Berührenden, welche zur Sehne des Winkels gehören, einen Kegel- 
schnitt, der mit ersterem den Brennpunkt und dessen Polare ge- 
meinsam hat, während die Sehne selbst berührend einen eben solchen 
dritten Kegelschnitt einhüllt. Der Schnittpunkt der Berührenden und 
der Berührungspunkt der Sehne liegen auf dem Strahl des Brenn- 
punktes, der den unveränderlichen Winkel halbiert. 

34. Der Ort der Schnittpunkte der Halbmesser zweier Kreise 
nach Wechselpunkten (siehe Aufg. V, 15) ist ein Kegelschnitt (vgl. 
Aufg. SVI, 6), welcher mit jedem der Kreise bestrahlt Hegt in Bezug 
auf den Mittelpunkt des Kreises als Strahlpunkt und die Potenz- 
gerade als Axe. (Die Winkelhalbierende der Fahrstrahlen in einem 
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7.] Punkt des Kegelschnittes geht durch den Schnittpunkt der Berüh- 
renden der heiden Wechselpunkte.) Der Kegelschnitt igt eine Ellipse, 
wenn der A.-Punkt innerhalb heider Kreise liegt, eine Hyperbel, -wenn 
er aufserhalb hegt, eine Parabel, wenn er auf einem Kreise liegt, 
d. h. wenn für den andern Kreis eine Gerade genommen ist. 



Aufgaben über Grleichungen der Kegelsclinitte. 

1. Legt man durch zwei Punkte Ä und B eines Kegelschnittes 
zwei Kreise, die mit dem Kegelschnitt noch je eine weitere Sehne 
PL und PiJji gemeinsam haben, so liegen auch die Punkte PLP^L^ 
auf einem Kreis. (S. 114, i und Sata vom Zweistrahl im Kreis.) 

3. Die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel in Bezug auf die 
Hauptaxen als Koordinatenasen sind aus § 39, 4 c abzuleiten, ebenso 
die der Parabel aus § 39, 6 c. 

3. Das Produkt der Strecken, die eine beliebige Berührende auf 
zwei parallelen Berührenden abschneidet ist unveränderlich, gleich dem 
Quadrat dei kle nen Axe m der Ellipse {Y^\ Aufg. XIV, 7, S. 180.) 

4. Aus dem voiangehenden b'itze imd 3em m Aufg. XIY, 6, S. 180 
soll die Gleichung dei Ellipse ähnele tet werden. 

5. Eh siilen m den GleiLhungeu i/ ^ + — "(/(i^ — a^^ oder 
j/ ^ -4- — Yx' — a- lur X beliebige Werte angenommen und daraus die 
Werte von y bestimmt werden; hiernach soll die Gestalt der Kurve 
(Ausdehnung in Bichtimg der Ase, Nachweis von Mittellinien u. s. w.) 
ermittelt werden. 

6. Wenn eine Ellipse und ein Kreis einen gemeinsamen Durch- 
messer haben, so verhält sich die Kreishalb sehne irgend eines Durch- 
mesaerpunktea zu der zugehörigen Halbsehne der Elhpse wie der 
Durchmesser zum zugeordneten. 

7. Es soU die Richtigkeit folgender EUipsenzeielmungen nach- 
gewiesen werden: 

a) Man zeichnet um einen Punkt zwei Kreise, von denen zwei 
zu einander senkrechte Durchmesser die groise und kleine Axe der 
Ellipse darstellen. Durch den Endpunlct eines Halbmessers des 
kleineren Kreises zieht man eine Parallele zum Durchmesser des 
gröfseren und durch den Endpunkt des entsprechenden Halbmessers 
des gröfseren Kreises eine Parallele zum Durchmesser des kleineren. 
Der Schnittpunkt beider Geraden ist ein Punkt der Ellipse. 

b) Bewegt man eine Gerade mit drei bestimmten Punkten der- 
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selben der Art, dsifs zwei der Punkte auf den Schenkeln einee B hin- [% 
gleiten, so beschreibt der dritte Pimkt eine Ellipse, dessen Axen die 
Abstände des dritten Punktes von den beiden andern sind (Leonardo 
da Vinci, um 1490). 

c) Man zeicbnefc in beliebigen Punkten eines Kreis durchmeaaers 
die Halbsehnen und trägt diese von ihren Fnfspunkten in beliebiger 
anderer Richtung zu einander parallel an. 

d) Man trägt die grofse und kleine Axe auf eine Gerade an- 
einander an, teilt beide Strecken in gleiehviele Teile, beschreibt um 
die kleine Axe als Durchmesser einen Kreis und überträgt die Halb- 
sehnen der Teilpunkte des Durchmessers als Halbaehnen an die ent- 
sprechenden Teilpunkte der grofsen Axe. 

e) Zu zwei zugeordneten Halbmessern MÄ und MC einer EUipse 
erhält man weitere Punkte auf folgende Weise. Man beschreibt um 
M mit MA ala Halbmesser einen Kreis, zieht in diesem den Halb- 
messer MC^ ± MÄ und verbindet mit C^; zu irgend einem Punkt Q 
auf MA zieht man die Kreishalbsehnen QF^ und QP || MC. Dann 
wird QP von einer Geraden PjP || CC^ in einem Punkt P der Ellipse 
geschnitten. 

8. Um eine Ellipse zu zeichnen, von der zwei zugeordnete 
Halbmesser MA und MG gegeben sind, zeichne man das ParaUeio- 
gramm AMGO, teile OC und CM in n gleiche Teile, von denen 
die ersteren von aus, die letzteren von M aus numeriert werden. 
Der Strahl von A nach einem Punkt von OG schneidet den von 
dem andern Grenzpunkt B des Durchmessers AB nach dem gleich 
numerierten Punkt von MC gezogenen Strahl in einem Punkt der 
Ellipse. 

9. Wie ist die Zeichnung der vorangehenden Aufgabe zu ändern, 
um eine Parabel oder eine Hyperbel zu erhalten? 

10. Wenn von einem Kegelschnitt ein Durchmesser AB und 
eine zugeordnete Sehne CD gegeben ist, so werden auf folgende 
Weise weitere Punkte desselben gefunden. Man ziehe CS \\ AB 
und eine beliebige Parallele zu AD, die GS in M und CD in N 
schneidet. Dann ist der Schnittpunkt der Verbindungs geraden AM 
and BN ein Punkt des Kegelsclmittea. Dies ist nachzuweisen: a) da- 
durch, dafs für die Halbsehne des betr. Punktes und die gegebene 
Halbsehne die in § 41, 1 ausgesprochene Beziehung abgeleitet wird, 
h) mittels des Pascalschen Satzes, indem noch der zu D gegengesetzte 
Punkt des Kegelschnittes zu Hilfe genommen wird. 

11. Bewegt man eine Strecke AB der Art, dafs der eine Grenz- 
punkt A auf einer Geraden AG hingleitet, der andere B sich auf einem 
Kreis um den Punkt C bewegt, dessen Halbmesser GB= AB ist, so 
beschreibt jeder Punkt auf der Strecke eine Elhpse. (Verlängere BA 
xaa AB ^ AB, bestimme den Weg von B und benütze Aufg. 7 b.) 
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I 13. Rollt ein Kreis mib dem Durclmiesser CA innerhalb eines 

festen Kreises um C mit dem Halbmesser CA, so bleibt der Grenz- 
punkt A des bewegten Durehmessers auf dem festen Durchmesser 2CA 
(Geradführung), und der Grenzpunkt C dieses bewegten Durchmessers 
bleibt auf dem zu CA senkrechten festen Durehmesser. — Jeder andere 
Punkt des bewegten Durchmessers beschreibt eine Ellipse (Aufg. 7 b). 



13. Die Strecke zwischen dem Fulspunkt einer Halbsehne zu der 
Äxe und dem auf der Axe entstehenden Schnittpunkt der zugehörigen 

Berührenden (Subtangente) ist in der Ellipse = , wenn a der 

halbe Durchmesser, x der Abstand der Halbsehne vom jMittelpunkt ist. 

li. Ea soll aus der vorangehenden Angabe abgeleitet werden, 
dals die Berührende am Ende einer zur Hauptaxe senkrechten Sehne 
und die Berührende Tom Endpunkt der zugehörigen Sehne des um 
die grofse Axe beschriebenen Kreises einander auf der Verlängerung 
dieser Axe sehneiden. — Wie zeichnet man mit Hilfe dieses Kreises 
zu einem Ellipsenpunkt die Berührende? 

15. Ist die Strecke von einem Punkt der Hauptaxe der Ellipse 
bis zum Mittelpunkt = x, ist ferner n (Subnormale) die Strecke 
von demselben Punkt bis zum Schnittpunkt der Geraden, welche im 
Endpunkt der zugehörigen Halbsehne auf dessen Berührender senk- 
recht steht, so ist nxx ^h^ : a^. 



16. Die Kometenbahnen sind Ellipsen mit sehr grofser Excen- 
tricit'at. Da sie nur in der Nähe des einen Brennpunktes (der Sonne) 
beobachtet werden können, so nimmt man ihre Bahnen häufig als 
parabolisch an. Welche Grofse der Scheitelgleichung der Ellipse 
(S. 116, s) wird damit vernachlässigt? 

17. Von einer Parabel ist der Parameter p gegeben. Es soll 
für irgend einen Abschnitt x der Axe die Halbsehne gezeichnet werden. 

18. Von einer Parabel ist der Scheitel S, die Axe g und ein 
Punkt P gegeben. Wie findet man den Parameter, den Brennpunkt, 
die Leitgerade? 

19. Von einer Parabel sind zwei Punkte und die Leitgerade 
gegeben. Man soll den Brennpunkt finden. 

30. Von einer Parabel sind zwei Punkte und die Axe gegeben. 
Man soll den Scheitel bestimmen. (Für die Koordinaten x, y und 
X, , Vi folgt: X : {xj^ -- x) = f : Yy^^ — f). 

21. Zur Lösung der Aufgabe: „zu einem gegebenen Würfel einen 
solchen von doppelter Grofse zu bestimmen", nehme man die Würfel- 
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kante s und das Doppelte 2s derselben als Parameter zweier Parabeln [§ 
mit gemeinsamem Scheitel, deren Äsen zu einander senkrecht sind. 
In ersterer Parabel ist dann die Halbsehne des Schnittpunktes beider 
Parabeln die gesuchte Würfelkante. 

Altar des Apollo au Delphi; AuBspruch des Platü. 

22. In einer Parabel ist die Subtangente (s. Aufg. 13) gleich 
dem doppelten Abschnitt der Axe. Dies soll aus dem Satz S. 109, 5 b 
abgeleitet werdeu. 

23. In einer Parabel ist die Subnormale gleich dem halben 
Parameter (s. Aufg, 15). 

24. In einer Parabel ist die von der Axe begrenzte, auf der Be- 
rührenden im Berührungspunkt errichtete Senkrechte (Normale) das 
geometrische Mittel zwischen dem Parameter und dem Fahrstrahl. 

25. In einer Parabel ist die Hälfte der von der Axe begrenzten 
Berührenden das geometrische Mittel zu dem Parameter und dem 
Axenabschnitt der zugeordneten Sehne des Berühnmgspunktes. 

26. Von einer Parabel ist die Axe, eine Berührende und der 
Berührungspunkt gegeben; wie findet man den Brennpunkt und den 
Parameter? 

27. Von einer Parabel ist die Axe, der Scheitel und eine Be- 
rührende gegeben. Wie findet man den Berührungspunkt? 

38. Von einer Parabel ist ein Punkt, seine Berührende und die 
Eichtung des Durchmessers gegeben, sowie die Gleichung für diesen 
Durchmesser j/^ = — ■ x, wobei c und g gegebene Strecken sind 
(siehe Anm. S. 119). Der Brennpunkt, der Seheitel, die Leitgerade 
sollen gefunden werdea. 



29. Welche Art von Linie ist durch die rechtwinkeligen Koordi- 
naten X, y der Gleichung y^ =^ «^ — a* dargestellt? 

30. In der Hyperbel ist die ideelle Halbaxe (s. S. 116) das 
geometrische Mittel der Abschnitte, in welche die Strecke zwischen 
beiden Brennpunkten durch einen Scheitel geteilt wird. 

31. Bei der gleichseitigen Hyperbel ist der Pabrstrahl des 
Scheitels = a (}/2± l). 

33. Von allen Hyperbeln mit gemeinsamen Scheiteln schneiden 
einander die Berührenden der Schnittpunkte einer zur Axe senk- 
rechten Geraden in einem Punkt der Axe. (Übereinstimmung der 
Subtangenten.) 

33. In einer Hyperbel ist die Hälfte eines ideellen Durch- 
messers das geometrische Mittel zwischen den beiden Abschnitten, in 
welche eine mit ihm parallele Strecke zwischen den Asymptoten von 
einem Hyperbelast geteilt wird. 
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